
]lane róWnanie.
ri,,iazaniach (-1) i 12

::I.-ie ll + 1, a następ-
]:nietaj o kolejności

-i, podniesione do

zan-Otrrwasz:
D.8.

,,:rostszej postaci.

: nierviadomą n. Naj-
l:orze 1iczb rzeczywi-
zba rzeczl.wistą.

runkcji kwadratowej,

-,. ze zbioru

, :la -1.

Na podstawie szkicu wykresu funkcji kwadratowej
odczytaj rozwiązanie w zbiorze liczb rzeczywistych.
Ze zbioru liczb spełniających nierówność wybierz te-
razliczby naturalne.

-2<x<8
Odpowiedź: Są to wyrazy o numerach I,2,3, 4, 5, 6,7

6.1.1l. Rozwaz funkcję/(x) = 2x2 _ 24x + 40, która przyjmuje najmniejszą wartość dla

* =-!,gdy jest określona nazbiorzeliczb rzeczywistych: r = }4- = 6i16) = - 32.
2a " ' 2.2

]eżeli szukasz najmniejszej wartości funkcji w przedziale, to musisz sprawdzić takze,
jakie są wartości funkcji na jego końcach, W tym wypadku szukasz najmniejszej war-
tości ciągu, czyli funkcji określonej na zbiorze liczb naturalnych dodatnich. Oblicz
wartoŚĆ funkcji f(I) = 18. Gdy powrócisz do zbioru liczb naturalnych, to funkcja

f(n) = a,,przńmuje najmniejszą wartość -32 dla n = 6.

Odpowiedź: Najmniejszą wartość przyjmuje wyraz szósty.

6.1.12.

a) S,=2n2+3n 3 S,=2.12+ 3.1=5,S,=2.32+3.3=27
S,= -n'+2n ł Sr = _12 +2.| = 1, S, = _32 +2.3 = _3

S,= 4n _2n = S, =4. 12 _2. 1 =2,S, = 4.32 _2.3 =30
S,=0,04n'+3,2n J S,:0,04.12 +3,2,I=3,24iS, = 6,94.32 +3,2,3=9,96

6.2. Ciąg i a rytmetyczne

6.2.1. Oblicz cztery początkowe wyrazy ciągu arltmetycznego, jeśli:
a) al= 5, r = -I; b) ar: 4, r = 3; c) ar= 2, r = _0,5;

d) ar= 3, r = -ż,5; e) al= _4, r = 2; f) ar= 8, r = 3,Ii

g)an=7,r=-5; h)ar=z,r=-JŻ; i) ar=_2,r:Z+łi;
j) Au= I21T, r = 3n.

b)
c)

d)
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MATEIr4ATYKA. Przed Zadania.,,

6,2.2.Wyznacz r i ósmy Wraz ciągu,
a) 2, 6, 10, 14, ... b) 16, 13, I0,7 , ,.,

il nĘ - 8, ł2 - 3, JŻ + 2, ... e) -5, -8, -11, -14, ..

g) 4,4 - łz, ą - zJi,4 - 3J3, .,.

c) 6, 5,7, 5,4, 5,7,, ...

f) 0,5, I,5, 2,5, 3,5,

6.2,3, Wy znacz p ier ws zy y\ry r az a, ciągtt ar ytmety czne go, j e śli :

a) arc=Zl,r=ż; b) arr=I20,r=3; C) a4= -I,5,r = -1,5;

d) ar,,= 4, r = - 3; e) aąą= 22,5, r = 0,5; f) ąu= 
'gg!, 

, = 
2;,

33
g) ar=16,5,r=0,4; h) ar= -I4,r = -0,3.

6.2.Ą" Krzysztof w dziesiątym, ostatnim dniu sezonu grzybowego zebraŁ24kg grzy-

bów. Ile grzybow zebrałKrzysztof pierwszego dnia, jeśli wiadomo, że każdego po-
przedniego dnia zbierał o 1 kg grzybów mniej? Ile grzybów Krzysztof zebrał w ciągu

całego sezonu?

6.2.5, |eśli w ciągu arltmeĘcznym ar= 4i as= 28,to,.

A. an= g, B. an= 12, C. an= 16; D. an= 29.

6.2.6, Liczby a, b, c tworzą w podanej kolejności ciąg arltmetyczny. ()blicz c, jeśli:

a) a=2,b = -2; b) a= -2,b = 0; c) a= 8,5,b =3,5; d) a= -I4,b = 4,

6.2.7, Oblicz rożnicę ciągu arltmetyczflego,w którym:
a) ar=2,ar=IO; b) ar=3,ar=-5, C) a5=19,ar=35; d)an=13,aro=7

6.2.8. Napisz II wyraz ciągu arl,tmetycznego, w którym dwa pierwsze Wrazy są

równe:

a)9,2 i 7,6; b) 1+ JŻ i Z, c)I6 i 12; d)40 i 37.

6.2,9,Zbadaj, czy clągjest arl,tmety czny, gdy o,=Y

6.2.10. Które z podanych ciągów są arlĄmetyczne?.

A.3,13,23,.,. B.3,33,333,... C.ó,złz,złz,,.. D.3,3Ji,9,..

6.2,11. Zbadaj, czy ciąg o wyrazte ogó|nym a,:
tycznym,

@n-7) jest ciągiem ar}tme-1
5
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6,2.12. Długości bok,
o różnicy 6. Wiikaż, żc

6.2,13. }akie wartości

Ęcznym?
A.x=-6 i y=g; B

6.2.14.1Jzasadńj,że
an= a(n + b)'- an! dli

6,2,15.W ciągu ary.tr

6.2.16.W ciągu aryrr

6,2.17. NTapisz trą,p
i au= 69.

6.2.18. Liczby a,65,ł.
meĘczny o różnic.r- J{

6.2.19. W ciągu arrt
od 90?

6.2,20, Wartość rt,iel

Oblicz czas, w ciągu ,

jeżeli wiadomo, że po
wartość po Zllatach-

6,2.21,|Jzasadńj,żs
wyrazami ciągu arytl

6.2.22.oblicz sumę
a) 2,5,8,...
d) 7,5,3,...

6.2,23.W ciągu a4,t
A.n= 6iS,= 13, ]

6.2.24, Suma n p
Sn:4n' + 1n.Zbadai



. -. -;,4, 5,1, ...

].r. 2,5, 3,5, ...

= _1._;. r=_1,5;
I2

= _ tl-. 1,= -;
_rJ

;.,_,, z€brał 24kg grzy-
::-t,_-,. że każdego po_

,,-.ltof zebrał w ciągu

;czn)r, Oblicz c, jeśli:
d) a= -I4,b = 4.

_, ,i = 13, a,o= 7

a pierwsze v,ryrazy Są

,::t ciagiem ar}tme-

D. ao= 29.

: l ] f-

- = l I 7/,

D. 3,3\6,9,..

6,2,12, Długości boków pewnego trójkąta prostokątnego tworzą ciąg ar}tmetyczny
o rożnicy 6,Wykaż, że pole koła wpisanego w ten trójkąt jest równe P :36n.

6.2.13. |akie wartości powinny mieć x i y, aby ciąg x,2, y,18 był ciągiem ar}tme-

Ęcznylr'?
A.x=_6 i y=3. B.x=_|2 i y=I0; C.x=_6 i y=lg, D.x=-I2 i y=8.

6.2.14. Uzasadnij, że ciąg (a,), którego n-ty Wraz określony jest \^/zorem

an= a(n + b)' - an2 dla dowolnie łrybranych liczb a i b, jest ciągiem arytmetycznym.

6,2J5.W ciągu ar}tmetycznym ar,.r* arrr= 98, Oblicz aI22.

6.2,16.W ciągu arlnmetycznym a4= 3 i aru= 3I. Oblicz arr, a,

6.2.17. Napisz trzy początkowe wrazy ciągu arytmetycznego, w którym: aą= 36
l au= 69.

6.2.18. Liczby a,65,b (a> 0, b > 0) są tak dobrane, że ichkwadraty tworząciągarlĄ-
metyczny o rożnicy 2016. Oblicz a i b. Czyliczby a,65, b tworzą ciąg arytmetyczny?

6.2.19, W ciągu arltmetycznym a3 = 5; as = 20,I7e wyrazów ciągu jest mniejszych
od 90?

6.2,20, Wartość wiertarki w kolejnych latach tworzy ciąg arytmetyczny malejący.
Oblicz czas, w ciągu którego wiertarka całkowicie straci wartość (zamortyzuje się),
jeżeli wiadomo, że po 1 5 latach użytkowania jej wartość będzie 3 razy większa niż jej

wartoŚĆ po 25 latach.

6.2.21,Uzasadnij, że jeślimiary kątów wewnętrznych pewnego trójkąta są kolejnymi
wyrazami ciągu arltmetycznego, to jeden z tych kątów ma miarę 60o.

6,2.22. Oblicz sumę 6 początkowych wyrazów ciągu:

a) 2,5,8,... b) -4,0,4,...
d) 7, 5,3, ... e) 5,3, 5,I, 4,9, ...

c) -5, -1, 3, ...

f) 7, _l2, _31, ..

6.2.23, W ciągu arlĄmetycznym a I = -5, a, = II, r = 2. Ob7icz n i S,.

A.n= 6 i S,= 18; B.n=7 iS,=21, C.n=8iS,=24, D.n=9 iS,=27.

6,2.24. Suma n początkorłych wlrazów pe]Mnego ciągu dana jest wzorem
Sn= 4n' + 6n. Zbadaj, czy jest to ciąg arltmeĘczny,
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MATEMATYKA. Przed maturą, Zadania...

Różnica poziomo\f ,,,

dej minucie pozion] ,,

\^/odywIkomorze-,,.
\^/ody w obu komori;

6.2.34" W sierpniL_ ,

wody osiągnęła star
dając,że tendencia:,
go zbiornika 1\,\-IlosJ-

6.2.35. Sylwek z Ada
z hlkl do tarcty. Prz
zktorych pierwszy,n
ośmiu okręgów, jeśIi

6,2.36. Kevin §płacil
da była mniejsza od tr

6.2.37.Dając do kasr
nim, uzbieramy po n

wkład wynosił 100 zł

6.2.38. Międzylicń
tyczny.

6.7.39,Olaprzecąt
samą liczbę stron łię
mo, że w drugirn rlni

6"Ż.25. Suma 13 początkowych wyrazów ciągu arltm etycznego,którego początkowe
1

trzy Wrazy to:21, 13-,6, wynosi:

A. -69; B. -3I2; C. 111; D.858.

6,Ż,26, Tadeusz, jadąc na rowerze, w ciągu pierwszej godziny przejechał 25 krn,
a w ciągu każdej następnej godziny odcinek o 0,8 km krótszy od poprzedniego. }aką
drogę pokonał Tadeusz, jeśli w ciągu ostatniej godziny przejechał2Ikm?.

6.2.27 . Oblicz sumę czterdziestu kolejnych dodatnich wielokrot ności liczby 7, za-
czynając od n aj mniej szej,

6.2.28, Niektóre wielokąty o ru bokach majątakąwłasność, że miary ich kątów we-
wnętrznych tworząciąg arytmeĘczny.Ilebokówma taki wielokąt, jeżelinajmniejszy
jego kąt ma miarę 70o, a największy 170"? Podaj miary kątów tego wielokąta.

6,2.29 . Oblicz sumę liczb naturalnych tr zy cyfr owy ch p o dzielny ch pr zez 7

6.2.30. W dziewięciowyrazowyn ciągu arytm eĘcznym as = 25. Oblicz sumę tego
ciągu.

6.2.31 , Ze wzgórza toczy się piłka, pokonując 3 metry w pierwszej sekundzie,
a w każdej następnej o 7 metrów więcej niż w poprzedniej. |aką drogę pokona, jeśli
stoczy się zewzgorzaw czasie 10 sekund?

6.2"32" Wyznacz n-wrazow ciąg arytmetyczny,w którym suma \^/szystkich wyra-
zów, z wyjątkiem pierwszego, jest równa 35, suma wszystkich wyrazow, z wyjątkiem
ostatniego, jestrówna 65,zaśróżnicamiędzy jego dziewiątymapiąĘmwyrazem jest
równa (-12).

Największa śluza na polskim odcinku kanału Augustowskiego - śluza
Paniewo - służy do pokonania prawie siedmiometrowej różnicy poziomów. |est to
śluza dwukomorowa, Statki i kajaki płynące w stronę Augustowa, aby wznieśc się
na wyższy odcinek kanału wpłl,wają najpierw do pierwszej komory, Przez zastawki
w środkowych wrotach znajdujących się między komorami wlewa się woda z drl-
giej komory do pierwszej, ażpoziom wody między dwiema komorami się wyrówna.
Potem wrota są zamykane, a przez zastawki we wrotach oddzielających gorną część
kanału od drugiej komory wlewa się woda, aż do momentu wyrólł.nania poziomu
między drugą komorą a górnym odcinkiem Kanału Augustowskiego. Wtedy wrota
są otwierane i statki, łodzie lub kajaki mogą płynąć dalej.
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itLrrego początkowe

:,,, przejechał 25 km,
: poprzedniego. |aką

,.: _ l Kmi

:,_ltności liczby 7, za-

::liarv ich kątów we-
..:t. i eżeli najmniejszy
-g1-, rr ielokąta.

-_i, Oblicz sumę tego

:rerrr-szej sekundzie,
-.. drogę pokona, jeśli

:::la rtszystkich łryra-
,,-,-laz ólr,, z wyj ątkiem

. :ian-m wyrazem jest

.;lto\fskiego - Śluza
1;,, poziomów. }est to
, ,,ta. aby wznieść się
]:lLrr\-. PrZeZ zastawki
,,;iia się woda z dru-
:ltlrami się wyrówna.
-1alacl,ch gorną część
,,,,-,-rórvnania poziomu
,,.kiego. Wtedy wrota

] s58,

:l przez 7

II komora
I komora

Róznica poziomów wody między drugą a pierwszą komorą łynosiła 320 cm. W każ-

dej minucie poziom wody w II komorze obniżał się o 32 cm. Równocześnie poziom

wody w I komorze w każdej minucie podnosił się o 32 cm. Po ilu minutach poziom

wody w obu komorach się wyrówna?

6"2.34. W sierpniu 2015 roku \^/ czasie suszy \^/ Zbiorniku Goczałkowickim iloŚĆ

wody osiągnęła stan 160 000 000 m3. Codziennie parowało 300 000 m3 wody. ZaWa-

dając, że tendencja by się utrzymała, ile dni zajęłoby przekroczenie stanu krltyczne-

go zbiornika wynoszącego 80 000 000 m3 wody?

6.2"35. Sylwek z Adamem chcą dla młodszych dzieciurządztć zawody w strzelaniu

z llku do tarczy. Przygotowuj ą tarczę, rysując na kartonie współśrodkowe okręgi,

z których pierwszy ma średnicę 10 cm, a ostatni 55 cm. Oblicz średnice PozostałYch
ośmiu okręgów, jeśli odstępy między nimi są jednakowe,

6.2.36. Kevin spłacił kredlt w wysokości 5640 zł w dwunastu ratach, zktorychkaŻ-
da była mniejsza od poprzedniej o 60 zł. Ile wynosiła pierwsza, a ile ostatniarata?

6,2,37 ,Dając do kasy oszczędności w każdym miesiącu o 50 zł więcej niżw poprzed-

nim, uzbieramy po n miesiącach 7600 zł. Oblicz liczbę miesięcy n,jeżeli pierwszy

wkład wynosił |00 zł.

6.2.38. Między liczby -2 i 18 Wstaw siedem liczb tak, ńy tworzyły one ciąg ar}tme-

tyczny,

6"2.39" Olaprzeczytała książkę w ciągu 7 dni,przy czymkażdego dnia czytaŁa o taką

samą liczbę stron więcej niż w dniu poprzednim. Ile stron miała książka, jeŚli wiado-

mo, że w drugim dniu Ola przeczl,tała46 stron, a w ostatnim 106?
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6.2,5,Wyr az a,, leżr- dr,

stać z własności cragu

Odpowiedź:C.

6.2,6. a) c - -6; b,l ; =

6.2.7.Oblicz rożńcę c
4

a)6r=I0-ż;r=-ib

6.2.8. a) a,, = _6,8: :

6.2.9. Oblicz \\,\-I a l ]-. _l

różnicamiędrywpł
3n-t 3

Odpowiedz: |est .,, :

6.2.1 0. Ciąg arytrnetl i

nie jest równe 33 - 3,

Odpowiedź: Ciąs *.l

l.
a,,t, : _l 4(i, - _

)-
A

a .-a =żn-0,6-n+l n F)
Różnica jest rółlna r
jest arltmeĘczry,.

6,2.12. Oznacz dłuq
koła - R.

Skorzystaj z trriert]r,
bokówtrójkąta, i z i
vlyznaczyć pronli<::

Możesz też skorz,,,s.

w trójkąt prostok;.:-.

okręgu wpisanegc, ,,,

Długości bokólt tl, .

a, * l - an
_]

6.2;a1.

6.2.1.

a) a,= 5, az= 4, or= 3, an= 2i
b) ar= 4, az=7, as= I0, an= 13;
C) al= 2, az= I,5, Ar= I, An= 0,5;
d) ar= 3, az= 0,5, Ar= -2, aą= -4,5;
e) al= -4, az= -2, az= 0, an= 2;

f) ar= -4,4, ar= _I,3, ar= I,8, an= 4,9;
g) ar= 22, ar= 17, Ar= 12, ar= 7;

h) a, = Z + JŻ, a.= 2, as= 2 - JŻ, rn= z - 2Jż;

i) al= -6 - zJi, az= _4 - 4ł3, az= _2, on= łi,
j) ar= -37T, ar= 0, ar= 31E, An= 67T.

6.2.2,

a) a8= 30, r = 4;

d) ąr=27 + JŻ,r = 5;

g) ar=4_7łr,r=_ł3

b) au= _5,r=_3;

e) a8= _26, r = _3;

c) ąB= 3,9, r = -0,3i

f) ar= 7,5, r = I;

6.2.3.

a) aru=2I,r=2 ) or=2I_15.2=-9;
b) arr=I20,r=3 = ar=I20_ 10.3=90;
c) a4= -I,5,r = -1,5 - ar= -1,5 _ 3 .(_1,5) = 6;
d) ąrr=4,r=*3 = al=4_20.(_3)=6a;
e) aąą= 22,5, r= 0,5 = ar= 22,5 _ 43. 0,5 = \
f) a^=lOo],r =? = a = l00l - s.? =,)l;,o33'33
g) ar= 16,5, r = 0,4 -> ar= 1,6,5 - 6. 0,4= I4,t;
h) ar= -I4,r =_0,3 = al,= _I4_7 . (_0,3)= 0 - 11,9.

6.2.4. Masa grzybow zebranych pierwszego dnia sezonu to pierwszy wyraz ciągu ar.
Masa grzybów zebranych dziesiątego dnia to dziesiąty wyraz ciągu a,n= a, + 9r, gdzie
r = 1. Podstaw dane i rozwiążotrzymane równanie: 24 = a, + 9 = a, = I5.Aby obli-
czyc łączną liczbę kilogramów grzybow zebranych w ciągu całego sezonu, wykorzy-

staj wzór na sumę n początkovrych wyrazów ciągu arltmetycznego: S, =
S,o=0,5.39.10=I95.

a, + a,)

Odpowiedź: Krzysztof pier\^rszego dnia zebrał 15 kg grzybóW a \^/ ciągu całego sezo-
nu 195 kg.

n
2
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\.rsZY v{yTaz Ciągu al.

Eu 4lo = ar+ 9r, gdzie
ź ar= 15. Aby obli_

€o sezonu, vrykorzy-
(a- + a \

l$o:S = -T 
"

lł. ciągu całego sezo-

=,r,9.r=-0,3;

= -._i, 
1, = |;

6.2.5.Wyraz anleży dokładnie w środku międzywyrazami ari a.. Można więc skorzy-

stać z własności ciągu arlĄmetycznego a4= 
o' !^o' .

Odpowiedź: C. 2

6.2.6.a) c = -6; b) c = 2; c) c = -1,5; d) c = 22.

6.2.7.Oblicz rożnicę ciągu arytmetycznego, w którym:

^a)6r=70-2 r= j; b) 4r=-5-3;r=-2; c)4r =35- 19 r=4; d)6r:7 -13:r=-I
J

6.2.8. a) a,, = -6,8; b) a,, = n _ 9łŻ; c) ar, = _2a; d) ar, = l0.

6.2.9.Oblicz wyraz następ fly.a,,* =!l'!- 1 =":' .Ciąg jest arltmetyczny, jeśli
JJ

różnica między wyrazem następnym a danym jest stała. Oblicz tę różnlcę.

3n-l 3n- 4 3n-I-3n+ 4
n-| fl 1

JJ
-1

J

Odpowiedź: )est to ciąg arltmetyczny o rożnicy I

6.2.10.Ciąg arltmetyczny ma stałą rożnicę. A. 13 - 3 jest równe 23 - 13, B. 333 - 33

nie jestrówne 33 - 3, C.3Ć -2J1 =2J3 -".6, 0.3Ó - 3nie jestrówne 9 - 3ł1.
Odpowiedź: Ciągi arltmeĘczne to A i C.

6.2.1"l.

Ciąg jest arltmetyczny, gdy różnica między
kolejnym a danym \ĄTrazem ciągu jest sta-
ła. Musisz najpierw sllrznaczyć,wyraz ail.|. l,
a następnie rożnicę antt- a,.

ar+I
1- - 4:-l4ln+||-7I=-n-0,6
5L - 5

44a -a =-n-0,6--n +1,4=0,8r-l n -JJ

Róznica jest równa r = 0,8, zatem ciąg
jest arltmetyczny.

6.2.12, Oznacz długości boków a, a + 6, cl + 12, a promień
koła - R.
Skorzystaj z twierdzenia Pitagorasa, aby obliczyć długości
boków trójkąta, i z za|eżności widocznych na rysunku, aby
wyznaczyć promień R.

a-R
a-R

a+6-R

n a+6 R

Możesz tez skorzyst ać ze wzoru ą:lU +b - c) na promień okręgu wpisanego

w trójkąt prostokątny albo ze wzoru nu pot. trójkąta z rłykorzystaniem promienia
okręgu wpisanego w trójkąt. (P = p . R), gdzie p to połowa obwodu trójkąta.
Długości boków trójkąta są równe a = 18, b = 24, c = 30.
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się, gdy a,= 0. Podsu"
tn=3L
Odpowiedź: Wlrlą7 _],

tach.

6.2.21. Załóż, ze kc,-.

§ - o = / -P, co rnc,.,

kąta jest równa 1SCl'- -

równania, to otrzr-nl.

2 +l?
a\ a, -- 17, S- =,6,oż

-5+1c\ a.=15,S-=-,6,o2

5.3
e) a6= 14,3, 56

6.2.23. Gdy podstarsis;
Stąd wyznacz n- Polłi

,,=!r?,9 = §.

Odpowiedź: D"

6,2,24,0bliczS =,; -
i a, = 1g. podo5i_.

a z drugiej 54, \\1 z:
metycznym o rózn::

2.I0+(n-1)-l
=

2

jest więc ciągiem a:-,-

Można to zbadac Li"
A,,= 4n2 + 6tl - 1l l,:

a,= 4n2 ł 6n - łtl,t":

a,,*l= 8n + 10, rrie;
Ciąg jest ciągien ar,,

6,2.25,Zaulvaż, ze :
wyraz będzl,e ul ei.r-_ :-

ma mozliwości uz,,,.

odpowiedziCiD.;
ar= 2I,1 = -/, j. -,i lc

6.2.22.

s
fl

6,2.13.W ciągu arytmetycznymkażdy wyrazjest średnią ar7ĄmeĘcznal*ryrazów są-

siednich. Pozwala to wyznaczyc najpierw1, = 
2 *^ 18 

= 10,
2

Terazmożnaobliczyćrożnicę r= 18 - 10 = 8.
Znając tę różnicę, -vqrznaczamy x = a, = a, - r, więc x = 2 _ 8 = _6.

Prawdziwa jest odpowiedź C.

6.2,14,Przedstaw najpierw wraz a, w najprostszej postaci a,,= a(n2 + 2bn + b2) - anT,
więc a,,= żabn + ab2. Oblicz Wraz a,nr= Zab(n + 1) + ab2 = 2abn + 2ab + abr. Zbadaj
rożntcę a*t - an= Zabn + 2ab + ab2 _ Zabn _ ab2 = 2ab.
Różnica ta jest stała, zatem ciąg jest arrĄmetyczny.

6.2.15, Ciąg arytmetyczny ma ciekawą własność. Dowolny jegowrazmozna obliczyć
jako średnią arlĄmetyczną wyrazów znajdĄących się w równych odległościach od
niego. Wyraz o numerze I22 znajduje się dokładnie w środku między wrazamiII9
i I25.

a,," + a.,
Lalem a,^.= " ''5 = 49.L22 

2

Odpowiedź: arrr= 49.

6.2.16. ZauwaŻ, Że a ru = a n + I4r. Stąd r = 2; a rr= a § + r, zaś a, = ą 

^ 

_ 1".

Odpowiedź: arr= 33, ar= I.

6,2,17. Skorzystaj ze wzorv na wylaz ogólny: a, = a, + 3r, a,_ = a,, ł 5r. Otrzymasz

lą,+3r:36
uklad równań ł ' , zktórego wyznaczysza,i r.Wiedząc,że r= 72ial=0,

|a, + 5r : 60' - ----, -o- " ]-,

moŻeszwyznaczyĆ dwa kolejne v\ryrazy tego ciągu: ar= 0 + 12: 12, ar= 12 + 12 = 24.
Odpowiedź: Trzy początkowe wrazy ciągu to: 0, 12,24.

6.2.18. Liczby a2,4225, bż tworzą ciąg ar}tmetyczny o rożnicy 2016, więc:
a2 = 4225 - 2016 = 2209, b' = 4225 + 2016 = 624I.
Odpowiedź: a = 47, b = 7 9. Liczby 47, 65, 7 9 nte tworzą ciągu arytmetycznego.

6.2.19.Wyznacz al, ri a4. au= al+ 3r, więc r = 5. a, ł 2r = 5, więc ar= _5.Możesz
zapisacwzór: an = -5 + (n - I) .5 = 5n - 10. Teraz wystarczy rozwiązac nierówność
5n - I0 < 90. |ej rozwiązaniem są liczby naturalne dodatnie mniejsze od 20.
Takich liczb jest 19.

Odpowiedź: lest 19 wyrazów tego ciągu, które są mniejsze od 90.

6.2.20. Dane zadania można zapisac w postaci równania a,u= 3 . ar,,, gdzie a ru= a, + I5r
i aru= A, + 25r. Zatem a1+ I5r = 3 (a, + 25r), czyli a, = *30r. Wiertarka zamortyzuje
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::.n'CZna wyrazow są-

, a(rf +żbn + b2) - an2
bn +2Ń + ab'.ZbadĄ

,-,,raz mozna obliczyć
;r odległościach od

:l:edzr-rł7razami 119

- .; r,

- .:. - 5r. ()trzymasz

,_:a.zer=12iar=0,

,],,l.=12+12=24.

_ :. lr-iec:

],, ,:]]et\-cZnego.

rrięc a, = _5. Możesz
azl*iązac nierówność
ńejsze od 20.

- . gtlzle ah= a) + I5r
'_ 

e r t trrka zamorty zuj e

-a,

0.

6.2.22.
'' L 1'7

a)a=l7,S.=LlLI.6=57;,oo2

-5+15c) a = l5,S,= .6=30;,o"2

5.3 + 4.3
e) ao = I4,3, 56 = ff.6 = 28,8;

-4 +16
b) a.= 16, S. = .6 = 36;,oo2

7 -Ą
'óo2

_ 7-88t\ a =-88,S ,6=-243.'b02

się, gdy a,= 0. Podstaw dane do wzoru 0 = -30r + (n - I)r.Wynika stąd, że n - I = 30
in=3]..
Odpowiedź: Wyraz 31 będzie równy zero,więc wiertarka zamortyzuje się po 30 Ia-

tach.

6,2,21. Zaloż, że kolejne kąty trójkąta a, §, y tworzą ciąg arltmetyczny, czyli
B - a = y - §, co możesz zapl,sać,. -a + 2P = /. Suma miar kątów wewnętrznych tró1-

kąta jest równa 180", co możesz zapisać a + § + y = 180o. Jeśli dodasz do siebie te dwa
równania, to otrzymasz 3P = 180o = § = 60o.

6.2.23. Gdypodstawisz dane do \^/zoru a,= ar+ (n - I)r,to otrzymasz 11 = -5 + 2(n - r)
Stąd łryznacz n. Powinieneś otrzymać n = 9,

a.+aS,-' '.9=S=27
'29

Odpowiedź: D.

6.2.24.0blicz S, = d, = 4 + 6 = 10 i 52 = a 
1 

+ a2 : 28. Maszwięc ciąg o llryrazach a l = I0
iar=lg. Podobnie możeszobliczyć S,,które z jednej strony jestrówne 28+ a.,

az drugiej 54.Wyznacz az= 26, Ciąg o wyrazach,.10, 18, 26 może być ciągiem arlt-
metycznym o rożnicy 8. Suma S, takiego ciągu byłaby równa

'" 
- 2'10 + (lr - 1)'8 

= 4n2 + 6n, cĄityle, ile podano w treści zadania.Dany ciąg"2
jest więc ciągiem arl.tmetycznym.
Można to zbadać inaczej,Wyznacz a,= Sn - S, _ r, Zatem
a,= 4n2 + 6n - 4(n - L)' - 6(n - r)
a,= 4n2 + 6n - 4(n' - 2n + I)2 - 6n + 6 = Bn + 2

a,r*I= 8n + |0,więc ar*, - on = B

Ciąg jest ciągiem arlĄmetycznym.

6.2,25.Zauważ, że rożnica tego ciągu jest ujemna i ciąg jest malejący. |uż czwarty

Wraz będzie ujemny, a suma początkowych trzech wyrazów jest równa 40,5. Nie
ma mozliwości uzyskania dodatniej sumy większej od tej wartości. Wynika stąd, że

odpowiedzi C i D są niemożliwe. Spróbuj więc obliczyc wartość sumy:

a,=2I,r = -7,5, więc a,. =2I + 12.(_7,5) = _69.
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al+aq a)+a
'22

Zauważ, Ze S,, =

6.2.31. Zalważ, żehcz
mentołT ciąg arytme

^ (Za, + (n
WZOrU 5 = 

-

"1
Odpowiedź: Piłka poi

6,2,32,Róznica nlie.:
]eśli sumę oznaczi,!]
S - an= 65. Po tld'c_:
.vqurazem ciągu. c" :
suma początkorr-,,::
a Zatem całr. ciaq"

Odpowiedź:]0, 1l _

6.2.33. W obu prz,-:]
mej liczbie \\-\ razt,,,

nia poziomó\\- li l,] -
at= 320 i różnic,, " =

Skorzystaj ze \\ zl1:* ]-

Rozwiąż rórvnanit.
Odpowiedź: Po J i:-_::

6.2,34, ]est to ciag ,,:-

i a = 80 000 000 rr:' _

Po rozwiązaniu trtir,

Odpowiedź: Suszi _:-.

6.2.35. Średnice ok:o;
ra na n-ty wlTaz c_:-

Odpowiedź: ].5, ] t. _

otrzvmasz
or* *' 

=
2

l-
\ L,

:

Suma trzynastu wyrazówtego ciągu jest równa: S," = T .B = - 3L2"2
Odpowiedź: B.

6.2.26. Ustal najpierw, ile godzin jechał Tadeusz. Wiadomo, że a,=25,r = - 0,8 i a,= 2I.
Podstaw do wzoru nawyraz ogólny, a otrzymasz równanie 2I = 25 - 0,B(n - 1). Po
rozwiązanitl, otrzymasz n = 6. Tadeusz jechał 6 godzin i przejechał drogę
_ 2I+25S,,= , 

,6=l38km.

Odpowie-dZ, Tadeusz przejechałl 38 km.

6.2,27,ar=7,az=I4itd.Różnicategociągur=7.Ostatniwyrazano=7+39.7=280.

Suma czterdziestu takich wyrazowto S,,,, = Zj? , 40 = 5740.
2

Odpowiedź:5740.

6,2,28. Przypomnij sobie wyrażenie określające wartość sumy miar kątów v/ewnętrz-
nych n-kąta (dla trójkąta to 180', czworokąta - 360", pięciokąta - 540o, n-kąta -
(n - 2) . 180"). Suma ta jest jednocześnie sumą n początkov,łych wyrazów ciągu arlt-
metycznego.

_ 70o + 1,70"
S, = (r - 2) . 180" = 2 

.n.Łatwo ztej zależnościwyznaczyszn.

l70o = 70" + Sr,więc r = 20".

Odpowiedź: n = 6.Miary kątów to:70o,90o, 110o, 130o, 150o il70o.

6,2.29. Najmniejszą liczbą naturalną trzycyfrową podzielną przez 7 jest 105, a naj-
większą 994. Zauważ, że I05 + II2 + 119 + ... + 994 jest sumą ciągu arytmetycznego,
w którym a, = I05, r = 7, a n= 994. Po podstawieniu danych do wzoru: a, = a, + (n - I)r
uzyskasz równanie z niewiadomą n:994 = 105 + (n - r) .7.
Rozwiąż j e i wyznacz n = I28. Skorzystaj ze wzoru na sumę n p o czątkowy ch wyrazów

ciągtr arymetycznego: 5,: a' !^a" .n i obli. ^ (l05 - 994). 
l28 = 70 336.,, 2 :ZsumęS, ,_: 

2

Odpowiedz: Suma liczb naturalnych trzycyfrov,,rych podzielnychprzez 7 jest równa
70 336.

6.2.30. trIItrtr!!ntr
Zauważ, że w danym ciągu piąty Wrazjest wyrazem środkowym. W ciągu arytme-
tycznym środkowy wyraz jest średnią arytmetycznąwyrazow znajdujących się w jed-
nakowej odległości od niego.
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=25,r=-0,8 iar=2I.
= ż5 - 0,8(n - 1). Po

:hal drogę

Itlr=7 +39,7 =280.

.lar katów wewnętrz-
.:ta - 540o, n-kąta -
, lrr-razów ciągu arl.t-

zez 7 jest 105, a naj-
iągu arytmetycznego,
ZOI:I-'- afr= at+ (n _ I)r

;zatkorł7ch vlryrazów
0o l\//aJ .l28 = 70 336.

]
.'1, przez 7 jest równa

, iłr, \\I ciągu arltme-
:aidulących się w jed-

13 = -3l2.

::Z,\-5Z 11.

al+a9 a2+a8 a^+a- a.+a.
225

a-
2

Otrzymasz

2

a.+a^1 y 
-,Ę

2

(a, + o,
Zalważ, ze So : 9. Stąd S, = 25 .9 = 225

2

6.2.31. Zaaważ, żeliczba metrów pokonanych w kolejnych sekundach tworzy 1O-ele-

mento$T ciąg arltmetyczny o pierwszym wyrazie 3 irożnlcy 7.Możesz skorzystaĆ ze

^ (2o,+(n-l)r)n . . (6+9.7).l0
wzoruĘ:-],-J,otrz),maszr.= , =3ł5.

Odpowiedź: liłka pokona trasę 345 metrów.

6.2.32.Róznica miedzy dziewiątym a piątym wyrazem pozwala odrazu\\ryznaczyc r.

]eśli sumę oznaczysz przez S, to wiesz, ze: S - a , = 35.

S - a,= 65. Po odjęciu stronami otrzymasz zależnośc między pierwszym i ostatnim

wrazem ciągu, co pozwoli Ci znaleźć n. Teraz możesz skorzystać z informacli, że

suma początkotych @ - r) \\ryrazow jest równa 65, i wyznaczyć pierwszy wraz,
a zatem cały ciąg.
Odpowiedź: 20, 16, 14, 1 1, 8, 5,2, -I, -4, -7, -l0.

6,2,33. W obu przlpadkach masz do czynienia z ciągami arltmetycznymi o tej sa-

mej liczbie wyrazów n odpowiadającej liczbie minut, które miną do chwili łyrówna-
nia poziomów w obu komorach. Pierwszy z nich jest ciągiem malejącym o wyrazie

a, = 320 i rożnicy r., = -32, drugi ciąg jest rosnący i ma pierwszy \Ąryraz b, = 0 i rl= 32.

Skorzystaj ze \Ęzoru na n-ty Wraz ciągu arltmetycznego: 320 + (-32)n = 32n-

Rozwiąż równanie.
Odpowiedź: Po 5 minutach.

6,2.34.Jest to ciąg arltmetyczny, w którym at= 160 000 000 m3, r = -300 000 m3

i an= gg 000 000 m3. Ułóż nierówność: 160 000 000 + (n - 1) , (-300 000) < 80 000 000.

Po rozwiązaniu otrzyma sz: n ) 266? .

J

Odpowiedź: Susza musiałaby potrwac jeszcze 267 dni.

6.2.35.Średniceokręgówtworząciągarltmetyczny,wktórym ar=I0,arr=55.Zewzo-
rl na n-ty wraz ciągu wyzna cz r, a następnie oblicz średnice pozostałych okręgów.

Odpowiedź: 15, ż0, ż5, 30, 35, 40, 45, 50.

141

6. Ciąqi



MATElvlATYKA. Przed maturą. Zadania...

6.3.3. Dodatnie Licz

Oblicz b,jeśli

a) a=3,c=27;

c) a:10, c = 10{' :l

6,3.4.W ciągu geom

6.3.5. Zbadaj, cz, ct,

6.3.6. Ktory z podan
A. 3, (-3)2, (-3),, (_3

C. 3, 13, t33,...

6,3,7. W rosnEclT n
ciągu wlmosą:
A. or=2 i ą=2,
C.or=| i q=l,

6"3.8. W 201] r,._...-

stępnym roku li.zl,.
wyciętych drzer, ,,,,-

A, w 2015 r,;

6.3.9. Który zpodar

6.3.10. Udowodnii.
ciąg a,= f(n + L) - i

6.3.11. W ciągu lt:

6.3,12. Oblicz pie:
iar= l. oblicz sun_,:

6.3.13. Oblicz sunrt

a) 4;0,4;0,04; ..,

2n
A.a =" żn+I

6,2,36. |est to malejący ciąg arltmeĘczny dwunastowyrazowy, w którym r = -60
i S, = 5649. Trzeba obliczyć a, i arr. Podstaw dane do -wzoru na sumę ciągu arltme-

2a, + II.(-60)
q'cznego: S,, = 

-.l2

Odpowiedź: ar = 800, arr= I40.

6.2.37. |est to ciąg arytmetyczny, w którym r = 50, S,, *, = 7600 i a, = 166. Aby obliczyć n,

trzebaskorzystać ze wzoruna S,t ,:7600 ='}Yłry .fu + I).Po uproszczeniu

i uporządkowaniu otrzymasz równanie kwadratowe: n2 + 5n - 300 = 0, którego do-
datnim pierwiastkiem jest n = 15.
Odpowiedz: Minie l5 miesięcy.

6,2,38.Masz a, - -2 i a, = 18. Łatwo obliczyc, że r = 2,5.
Odpowiedź: ar= 0,5, ar= 3, a^= 5,5, ar= B, au= II,5, al= 13 i ar- I5,5.

6.2,39,|est to ciąg arytmetyczny o 7 wyrazach,w którym az= 46 i a, = 196. Trzeba ob-
liczyc Sr. Zauważ, że a, - az= 5r. Oblicz r = 12 i al = 34. Podstaw do wzoru na sumę /?

początkowych wyrazów ciągu arltm ety czne4o.
Odpowiedź: Książka miała 490 stron.

6.3. Ciągi geometryczne

6.3.1 . Wyznacz piąty wyraz ciągu,
a) 300, -30, 3, ,.. b) 4,20,100, ,..

d) -54, 18, _6, .,. e) 2r*r,2rr*r,2rr*r, ..

c) 32, 16,8,,..
2^.-Xxt) l, 

-, -,...39

6.3 .2. Wy znacz 1lor az q ciągu ge ome try cznego, w którym :

a) a] = 4, ar= 6; b) ar= -2, ar= .J2, c) arr= 100, a,, = 72,9;

5
d) ao= I,25; a,= fr, e) a,,= JŚ + Z, or= łŚ _ z.
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