11. Elementy statystyki, kombinatoryki i rachunku prawdopodobienstwa
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11.2. Kombinatoryka. Prawdopodobienstwo

11.2.1. Tle réznych stéw (majacych sens lub nie) mozesz utworzy¢, przestawiajc
litery wyrazu KRA? Wypisz te stowa.

11.2.2. Oémiocyfrowy numer telefonu w pewnej dzielnicy zaczyna si¢ od grupy cyfr
825. Liczba réznych mozliwych numer6w telefonéw w tej dzielnicy jest rowna:
A. 6561; B. 9000, C. 10 000; D. 5040

11.2.3. Tle dwucyfrowych liczb mozna utworzy¢ z cyfr 0, 1, 2, 3, 42

11.2.4.1le trzycyfrowych liczb mozna utworzy¢ z liczb 0, 1,2, 3, 4, jesli cyfra dziesia-
tek musi by¢ rézna od cyfry jednosci?

11.2.5. Rzucasz dwiema kostkami i dodajesz podwojona liczbe oczek uzyskana na
pierwszej kostce do potrojonej liczby oczek uzyskanej na drugiej. Jakie liczby mozesz
otrzymac?

11.2.6. Rzucasz dwiema kostkami, z ktorych na jednej sg liczby 1, 3,5,7,91 11, a na
drugiej 2, 4, 6, 8, 10, 12, a nastepnie obliczasz sume oczek uzyskanych na obu kost-
kach. Jakie wyniki mozesz otrzymac?

11.2.7. Tle réznych stéw (majacych sens lub nie) mozna utworzy¢, przestawiajac
litery stowa ZABAWA?
A. 120 B. 360; C. 720; D. 24.

11.2.8. Tle réznych trzyliterowych stéw (majacych sens lub nie) mozesz utworzyc
z liter wyrazu KONCERT?

11.2.9. Radek ma 3 pary spodni, 8 par skarpet i 3 pary butéw. Na ile sposobow moze
wybraé zestaw: spodnie, buty, skarpety? Ile musi mie¢ koszul, aby liczba sposobow,
na ktére méglby sie ubraé (spodnie, koszula, skarpety, buty) byla wigksza niz 3007

11.2.10. Weronika dojezdza do pracy. Moze dojecha¢ bezposrednio autobusem linii
numer: 112 lub 113 albo moze dojechaé z przesiadka, najpierw pociggiem KRAK
lub WANDA, a nastepnie tramwajem linii 8, 11 lub 12. Tle ma mozliwych sposobow
dojazdu do pracy?

11.2.11. W pidrniku s3 dtugopisy w czterech kolorach (czarny, niebieski, czerwo-
ny i zielony), trzy zakreslacze (z6lty, pomaraiczowy i blekitny) i 4 kredki (brazowa,
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fioletowa, niebieska i zielona). Klaudia chce wzia¢ jeden dlugopis i zakreslacz lub
kredke. Na ile sposobéw mogla to zrobic?

11.2.12. W mikrobusie jest 7 numerowanych miejsc dla pasazeréw i jedno dla kie-
rowcy. Na ile sposobéw mozna posadzi¢ 4 pasazeréw na numerowanych miejscach
w tym mikrobusie?

11.2.13. Wybieramy jedna z liczb od 1 do 1000. Ile wérdd nich jest takich liczb, ktére
w zapisie dziesietnym maja doktadnie:
a) 3 zera; b) 2 zera; c) 1 zero?

11.2.14. Tle jest dwucyfrowych liczb naturalnych takich, ze wérdd cyfr je tworzacych
jest co najmniej jedna piatka, ale nie ma zera?

11.2.15. Wéréd 150 oséb w Australii przepro-

Europa 93
wadzono ankiete dotyczaca wyjazdow za granice. .
I . ) Azja 44
Uzyskane wyniki przedstawiono w tabeli.
Ile 0s6b: Ameryka 16
a) nie wyjezdzato na zaden z wymienionych kon- | Europa i Azja 28
tynentow; Europa i Ameryka
b) wyjech,alo tylko na jeden z wymienionych kon- Azja i Ameryka
fynentow; Europa, Azja, Ameryka

¢) wyjechalo na dwa wymienione kontynenty?

11.2.16. Na ile sposobéw mozna ustawi¢ w jednym rzedzie pieciu pandw i cztery
panie do fotografii, jesli ani dwie panie, ani dwdch panéw nie moze sta¢ obok siebie?

11.2.17. W Klasie jest 29 0s6b, w tym 14 dziewczat. Na ile sposobéw mozna wybraé
trzyosobowy samorzad (przewodniczacy, zastepca, skarbnik), jezeli przewodniczacy
musi by¢ dziewczyna, a zastgpca - chlopcem?

11.2.18. Na ile sposobéw mozna wybraé czteroosobowa delegacje z dwudziesto-
dziewigcioosobowej klasy?

11.2.19. Na sprawdzianie uczen losuje 4 pytania sposrod 10. Na ile sposobéw moze
to zrobic?

11.2.20. Dwanascie os6b przestalo sobie kartki z Zyczeniami. Ile przestano kartek?

11.2.27. Na spotkaniu, w ktérym uczestniczyto dwunastu przyjaciot, kazdy wymie-
nit z kazdym uscisk dtoni. Ile byto powitan?

11.2.22. Z torebki,
Tomek wylosowal £
a) Na ile sposobow :
b) Ile jest mozliwyct
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11.2.22. Z torebki, w ktérej jest 16 numerkéw zielonych i 24 numerki czerwone
Tomek wylosowat 4.

a) Na ile sposobéw mdgt to uczynic, jezeli nie byl wazny kolor?

b) Tle jest mozliwych wynikéw wylosowania 2 numerkow czerwonych i 2 zielonych?

11.2.23. Oémiu wio$larzom, wérdd ktdrych jest sternik i trzech juniordw, przydzie-
lono kolejne numery od 1 do 8. Sternik otrzymal numer 1. Liczba sposobow przy-
dzielenia pozostatych numerdw tak, aby juniorzy dostali numery nieparzyste, to:

A. 50405 B. 305 C. 2520; D. 144.

11.2.24. W rozgrywkach Pucharu Swiata siatkarzy bralo udziat 12 druzyn. Mecze
rozgrywano wedlug zasady ,kazdy z kazdym”. Ile odbylo si¢ meczy?

11.2.25. W sali gimnastycznej jest kosz z kolorowymi pitkami. Jest tam 13 pilek
czerwonych, 11 niebieskich i 12 zielonych. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wybie-
rajac jedna z pilek bez zwracania uwagi na kolory, Joasia trafi na pitke zielona?

11.2.26. W grze SUPER FARMER gracze rzu-
cajag dwoma dwunasto$ciennymi kostkami (na
rysunku narysowano siatki tych kostek). Na
$ciankach zielonej kostki namalowane s3: wilk,
krowa, $winia, 3 owce i 6 krolikow. Na szarej: lis,
kon, 2 $winie, 2 owce i 6 krélikow.

Tle jest mozliwo$ci wyrzucenia dwdch takich sa-
mych zwierzat?

1 V2
11.2.27. Sposréd liczb {log2 %, 2 +[8,~13, log, 3,2%; (2ﬁ) } wylosowano
jedna.

Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania liczby wymiernej?

11.2.28. Z talii 52 kart wylosowano dwie. Oblicz prawdopodobienstwo wyloso-
wania:

a) 2 kieréws;

b) 2 figur.

11.2.29. W Klasie wszyscy uczniowie ucza si¢ angielskiego, ale procz angielskiego
uczg sie tez niemieckiego i francuskiego. Oba te jezyki nie sa obowigzkowe i mozna
ich sie nie uczy¢ wcale, uczy¢ sie tylko jednego lub obu.

F — zdarzenie, ze losowo wybrany uczen uczy si¢ francuskiego.

N — zdarzenie, ze losowo wybrany uczen uczy si¢ niemieckiego.
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2
Wiadomo, ze P(F) = y aP(N) = g Prawdopodobienstwo, ze uczen nie uczy sie zad-

nego z tych jezykdw, jest rowne é Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losowo wybra-

ny uczen uczy sie¢ i francuskiego, i niemieckiego?

11.2.30. Wybieramy jedng z cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, a z pozostatych — druga. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze cyfra podzielna przez 3 bedzie wybrana co najwyzej
raz?

11.2.31. Rzucamy dwiema kostkami, a wyniki obu rzutéw mnozymy. Jakie jest
prawdopodobienstwo, ze iloczyn liczby oczek wyrzuconych na obu kostkach jest
réwny co najmniej 127

11.2.32. Rzucamy dwiema kostkami, a wyniki obu rzutéw dodajemy i obliczamy
reszte z dzielenia tej sumy przez 4. Prawdopodobienstwo sumy podzielnej przez 4
(reszta z dzielenia przez 4 jest réwna 0) przy rzucie dwiema kostkami jest réwne:

A.l; B.l; C.l; D.l.
2 3 4 6

11.2.33. Spo$réd 24 uczniéw pewnej klasy cheé zdawania na maturze biologii za-
deklarowalo 37,5%, a geografii — 50%. Oba te przedmioty wybralo 25% uczniéw.
Oblicz prawdopodobieristwo, ze losowo wybrany uczen bedzie zdawat biologie lub
geografie.

11.2.34. Danych jest 6 kolejnych liczb naturalnych dodatnich. Losujemy sposréd
nich jedng. Wowczas prawdopodobienstwo, ze jest ona podzielna przez:

1 1
A. 4, musi by¢ mniejsze od 3 B. 5, musi by¢ wigksze od 5

1 1
C. 3, musi by¢ rowne > D. 6, musi by¢ réwne o

11.2.35. Talia do skata sklada si¢ z 32 kart, w czterech kolorach. W talii francuskiej
to dwa czarne: trefl (&) i pik (#) oraz dwa czerwone: karo (#) i kier (¥). Talia ta
rozpoczyna si¢ od siddemek i konczy na asach.

Z talii do skata losujemy jedng karte. Oblicz prawdopodobiefistwo wylosowania asa
lub karty koloru czarnego.
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11.2.36. Do zapisu liczby pieciocyfrowej uzyto tylko cyfr 0 1. Oblicz prawdopodo-
bienstwo otrzymania liczby podzielnej przez 3.

11.2.37. Na potce ustawiono Piesti lodu i ognia - seri¢ 5 tomow powiesci amerykan-
skiego pisarza Georga Martina: Gra o tron, Starcie kréléw, Nawalnica mieczy, Uczta
dla wron i Taniec ze smokami. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze pierwsze trzy po-
wiesci (Gra o tron, Starcie krélow, Nawatnica mieczy) beda staly na poczatku?

11.2.38. Sposrod wszystkich wierzchotkoéw dwunastodcianu foremnego losujemy
dwa. Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze beda one tworzy¢ krawedz dwuna-
sto$cianu?

Ustal, ile jest wierzchotkéw dwunastoscianu.

11.2.39. W pudetku sa losy na loterie: 60 przegrywajacych, 2 wygrywajace i 2 upraw-
niajace do nastepnego losowania. Kupujemy jeden los. Jakie jest prawdopodobien-
stwo wygrania przy maksymalnym wykorzystaniu uprawnien (oznacza to, ze jesli
zdobedziemy uprawnienia do nastepnego losowania, to je wykorzystamy)?

11.2.40. Kazdy golfista oznacza swoim symbolem piteczki, ktorych uzywa do gry.
W torbie znajduje sie 1 piteczek do golfa, w tym 2 nieoznaczone. Wybrano 2 pifeczki.

. . : , 15
Prawdopodobienstwo, ze obie s3 oznaczone, jest rowne -

Ile jest wszystkich pilek?

11.2.41. Sa trzy nierozréznialne pudetka. W pierwszym jest jedna czarna kula i jed-
na biata, w drugim sa dwie czarne kule i dwie biate, a w trzecim sg tylko trzy czarne
kule.

Losujemy najpierw pudetko (sa nierozréznialne!). Nastepnie losujemy pierwsza kule,
a potem, nie zwracajac tej pierwszej, druga. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze ta
druga kula bedzie czarna?

11.2.1. S3 trzy miejsca, na ktorych masz umiescic litery. Na pierwsze miejsce mo-
zesz wstawi¢ jedna z trzech liter. Sg wiec 3 mozliwosci. Na drugie miejsce wstawisz
juz tylko jedna z dwoch liter. Na trzecie miejsce wstawisz ostatnig litere. Masz wiec
3.2-1=6mozliwosci.

Te stowa to: KRA, KAR, RKA, RAK, AKR, ARK.
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11.2.2. Trzy z siedmiu miejsc, na ktérych mozesz wstawic¢ cyfry, sa juz zajete. Pozosta-
ja cztery miejsca. Na kazde z nich mozesz wstawic jedna z 10 cyfr. Zatem wszystkich
takich numerdw jest 10*

Odpowiedz: C.

11.2.3. S3 dwa miejsca, na ktére mozesz wstawic¢ cyfry. cyfra jednodci
Liczba ma by¢ dwucyfrowa, wiec cyfra dziesigtek nie moze ‘%
by¢ réwna zero. Dlatego na pierwszym miejscu mozesz wsta-
wi¢ jedng z czterech pozostatych cyfr. Cyfra jednosci jest do-
wolna, wiec na drugim miejscu mozesz wstawic¢ jedng z pieciu
cytr. . L . cyfra dziesiatek
Stosujac zasad¢ mnozenia, otrzymasz 4 - 5 = 20 mozliwosci. ’
Odpowiedz: Z cyfr 0, 1, 2, 3, 4 mozna utworzy¢ 20 liczb dwucyfrowych.

11.2.4. Na pierwszym miejscu mozesz wstawi¢ jedna z 4 cyfr (nie mozesz wstawié
zera). Na drugim - jedna z pieciu cyfr, a na trzecim - jedna z czterech cyfr (nie moze
to by¢ cyfra, ktora zostata wstawiona na drugim miejscu). Wszystkich mozliwoéci
jest4-5.4=280.

11.2.5. Zapisz w tabelce wyniki rzutéw w postaci par liczb, w ktérych na pierwszym
miejscu jest wynik pierwszego rzutu, a na drugim miejscu — wynik drugiego rzutu.

Teraz fatwiej bedzie wykona¢ dziatania:

10 13 16 19 22

12 15 18 21 24
11 14 17 20 23 26
13 16 19 22 25 28
15 18 21 24 27 30

11.2.6.

4]
.3
£

7

[ [ |

Odpowiedz: Moznz
to 3, a ostatnia — 23

11.2.7. Gdyby wszys
w zestawie liter do
przez liczbe mozliw

rowych stow bedzie
Odpowiedz: A

11.2.8. Pierwsza lite:

liter), druga na 6, 2
7-6-5=210 slow.

11.2.9. Radek moze
przez x oznaczysz ki
mozesz zapisac w p

72x>300 > x> 4

Odpowiedz: Radek
ba mozliwosci dobr
musi mie¢ przynain

11.2.10.

I sposob:
Przeanalizuj zadani
jazdu Weroniki do |
ka pociagiem i tram

Wszystkich mozliw
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30 z wyjatkiem 6 i 29.

11.2.6.

7 | 9 | 11| 13
11| 13 | 15
113 | 15 | 17
1| 1315 | 17 |19
13 | 15 | 17 | 19 | 21
1m 13 | 15 | 17 | 19 | 21 | 23

2
3
5 9
7
9

—
—

Odpowiedz: Mozna otrzymac 11 kolejnych liczb nieparzystych, z ktérych pierwsza
to 3, a ostatnia - 23.

11.2.7. Gdyby wszystkie litery byly rézne, to bytoby 6 - 5-4-3 -2 -1 = 720. Jednak
w zestawie liter do wykorzystania sa trzy litery A, wiec musisz ten wynik podzielic
przez liczbe mozliwych przestawien tych liter 3 - 2 = 6. Zatem wszystkich szesciolite-
rowych stéw bedzie 720 : 6 = 120.

Odpowiedz: A.

11.2.8. Pierwsza litere stowa wybierasz na 7 sposobow (jest do dyspozycji 7 réznych
liter), druga na 6, a trzecig na 5 sposobow. Zastosuj zasade mnozenia, a otrzymasz
7-6-5=210 stow.

11.2.9. Radek moze wybraé spodnie, buty i skarpety na 3 - 8 - 3 = 72 sposoby. Jezeli
przez x oznaczysz liczbe koszul, to liczbe sposobow, na ktére moze sig ubrac Radek,
mozesz zapisa¢ w postaci 72x. Wystarczy rozwigza¢ nierdwnosc:

72x > 300 = x>4é.

Odpowiedz: Radek moze wybraé buty, spodnie i skarpety na 72 sposoby. Zeby licz-
ba mozliwosci dobrania zestawu: spodnie, koszula, buty i skarpet przekroczyta 300,
musi mie¢ przynajmniej 5 koszul.

11.2.10.

I sposoéb:

Przeanalizuj zadanie poprzez wypisanie wszystkich mozliwo$ci wyboru sposobu do-
jazdu Weroniki do pracy. Weronika moze jecha¢ autobusem: 112, 113 lub z przesiad-
ka pociggiem i tramwajem:

tramwaj 8 Z
KRAK KRAK i 8 KRAK i 11 KRAK i 12
WANDA | WANDA i 12 | WANDA i 11 | WANDA i 12

Wiszystkich mozliwosci jest 2 + 6 = 8.
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II spos6b:

Zadanie mozesz rozwigza¢, stosujac regule mnozenia i regule dodawania.

Autobus (dwie mozliwosci) lub pociag (dwie mozliwosci) i tramwaj (trzy mozli-
wosci):

2+2-3=8.

Odpowiedz: Weronika ma 8 mozliwych sposobéw dojazdu do pracy.

11.2.11.

I sposdb:

Wypisz wszystkie mozliwosci:

Wprowadz oznaczenia: (c) - dtugopis czarny, (n) - dlugopis niebieski, (cz) - dtugopis
czerwony i (z) - dtugopis zielony;

(Y) - zakreslacz z6lty, (O) - zakredlacz pomaranczowy, (B) - zakreslacz blekitny;
(kb) - kredka brazowa, (kf) - kredka fioletowa, (kn) - kredka niebieska, (kz) - kred-
ka zielona.

Klaudia wybiera dtugopis i zakreslacz:

) @i(Y) | (@)i()
©i0) | mi©) | @i©) | (@i
©iB) | miB) | i) | (@)i®) |

(@i

lub dtugopis i kredke:

(c)i(kb) (n) i (kb) (z) i (kb) (cz) i (kb)
(c) i (kf) (n) i (kf) (z) i (kf) (cz) i (kf)
() i (kn) (n) i (kn) (2) i (kn) (cz) i (kn)
(0) i (kz) (n) i (kz) (2) i (kz) (cz) i (kz)

Odpowiedz: Klaudia ma 28 mozliwoséci wyboru.

IT sposéb:

Klaudia moze wybra¢ dtugopis i zakreglaczna 4 - 3 = 12 sposob6w (zgodnie z reguty
mnozenia).

Klaudia moze wybra¢ diugopis i kredke na 4 - 4 = 16 sposobdw (zgodnie z reguty
mnozenia).

Klaudia moze wybra¢ dtugopis i zakreslacz lub dtugopis i kredke na 12 + 16 = 28
sposobow (zgodnie z reguta dodawania).

Rozwigzanie zadania mozesz przedstawic za pomocg dziatania: 4 - 3 + 4 . 4 = 28,

11.2.12. Pierwszy
a czwarty 4. Tek w

11.2.13.

a) Jedna. To liczb

b) Moga to by¢ tv
Zero, a na miej
400, 500, 600, ~

¢) Jedno zero mo§
dwucyfrowych
n3 od zera, a n:
Wsréd liczb tr
Rozwaz przypa
wstawienia cyfr
nosci. Wszystki
jest 9-9 =38l (
Wwisz zero, a poz
wszystkich moz

11.2.14.

I sposob:

Policz wszystkie lic
z dwéch miejsc mo
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11.2.12. Pierwszy pasazer ma siedem miejsc do wyboru, drugi juz tylko 6, trzeci 5,
a czwarty 4. Tak wiec tych sposobow jest 7 - 6 - 5 - 4 = 840.

11.2.13.

a) Jedna. To liczba 1000.

b) Moga to by¢ tylko liczby trzycyfrowe, ktére na miejscu dziesigtek i jednosci maja
zero, a na miejscu setek dowolng cyfre roézng od zera. Jest ich 9. (100, 200, 300,
400, 500, 600, 700, 800 i 900).

¢) Jedno zero moga mie¢ zaréwno liczby dwucyfrowe, jak i trzycyfrowe. Wsrod liczb
dwucyfrowych beda to liczby, ktore na miejscu dziesigtek maja dowolna cyfre roz-
ng od zera, a na miejscu jedno$ci maja zero. Takich liczb jest 9 (10, 20, 30.... itd).
Wiéréd liczb trzycyfrowych zero jest albo na miejscu dziesigtek, albo jednosci.
Rozwaz przypadek, kiedy na miejscu dziesigtek jest zer. Wtedy masz 9 mozliwosci
wstawienia cyfry na miejsce setek i 9 mozliwo$ci wstawienia cyfry na miejsce jed-
noéci. Wszystkich liczb trzycyfrowych, ktore beda mialy 0 na miejscu dziesiatek,
jest 9 -9 = 81 (np. 102, 103, 905, itd.). Podobnie, jesli na miejsce jednosci wsta-
wisz zero, a pozostate miejsca beda wolne, to mozesz otrzymac 9 - 9 = 81. Lacznie
wszystkich mozliwosci jest 81 + 81 + 9 = 171.

11.2.14.

I sposdb:

Policz wszystkie liczby dwucyfrowe, w ktérych nie wystepuje cyfra zero. Na kazdym
7 dwdch miejsc mozesz umiesci¢ jedna z 9 cyfr; facznie jest wigc 9 - 9 = 9° = 81 liczb.
Teraz policz wszystkie liczby dwucyfrowe, w ktorych nie wystepuje ani cyfra 0, ani 5.
Tym razem na kazdym z dwoch miejsc mozesz umiesci¢ jedna z 8 cyfr — takich liczb
jest 64 (8 - 8). Szukasz takich liczb, ktére spetniajg pierwszy warunek (liczby, w kto-
rych nie wystepuje cyfra 0) i nie spetniajg drugiego warunku.

Zatem liczb, o ktore chodzi w zadaniu, jest 81 — 64 = 17.

11 sposob:

Najpierw policz liczby dwucyfrowe, w ktérych jest tylko jedna cyfra 5. Mozesz umies-
ci¢ ja na jednym z dwoch miejsc. Na pozostalym miejscu mozesz umiescic jedna
z oémiu cyfr; masz wiec lacznie 2 - 8 = 16 takich liczb. Oprocz tego jest jedna licz-
ba, w ktorej wystepuja dwie piatki. Skorzystaj teraz z reguly dodawania, facznie jest
16 + 1 =17 liczb.

11.2.15. Mozesz zilustrowa¢ wyniki ankiet na diagra-
mie.

Najpierw zaznaczasz tych, ktérzy podrézowali po
wszystkich trzech kontynentach. Sg 2 takie osoby.
Potem tych, ktorzy wyjechali do Europy i Azji:

28 -2 =126.

Tylko do Europy i Ameryki wyjechato 8 — 2 = 6 0s6b.

<> Ameryka
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Tylko do Azji i Ameryki wyjechaly 6 - 2 = 4 osoby.

Tylko do Europy wyjechalo 93 - 26 — 2 - 6 = 59 0s6b.

Tylko do Azji wyjechalo 12 oséb. Tylko do Ameryki wyjechato 16 - 6 - 2 - 4 = 4

osoby.

a) Od liczby wszystkich ankietowanych trzeba odjaé sume 93 + 12 + 4 + 4 = 113.
37 ankietowanych nie wyjechato na Zaden wymieniony kontynent.

b) Na jeden kontynent wyjechato 59 + 12 + 4 = 75 osdb.

¢) Na dwa kontynenty wyjechato 6 + 4 + 26 = 36 0s6b.

11.2.16. Ustaw najpierw pandéw, a potem panie w czterech miejscach pomiedzy pana-
mi. Pan6w mozna ostawi¢ na5-4-3 .21 =120 sposobdw, a paniena4-3-2.1=24
sposoby. Odpowiedzig jest liczba 120 - 24 = 2880.

11.2.17. Najpierw ustal, ile masz mozliwo$ci wyboru przewodniczacego (14, bo wy-
bierasz sposrod 14 dziewczat). Zastepce przewodniczacego mozesz wybraé sposréd
15 0s6b (bo wybierasz sposréd 15 chtopcéw), a skarbnika sposréd pozostatych 27
0s6b. Zatem mozliwosci wyboru jest 14 - 15 - 27 = 5670.

Odpowiedz: Samorzad klasowy mozna wybra¢ na 5670 sposobow.

11.2.18. Przy wyborze delegacji nie jest wazna kolejnos¢ wyboru, dlatego wynik
29 - 28 - 27 - 26 = 570 024 trzeba podzieli¢ przez liczbe przestawien trzech o0séb:
4.3-2-1=24.

Odpowiedz: Delegacje mozna wybra¢ na 23 751 sposobéw.

11.2.19. Uczen losuje pierwsze pytanie spoérdd 10 pytan, drugie z pozostatych 9, trze-
cie z 8 i czwarte sposrod siedmiu pytan.

Zatem: 10-9 - 8 -7 = 5040. Nie jest wazna kolejno$¢ losowania poszczegdlnych zadan,
dlatego otrzymany wynik trzeba podzieli¢ przez liczbe ustawien czterech zadan:
4.3.2.-1=24

Odpowiedz: Uczen moze wylosowa¢ zestaw pytani na 210 sposobdw.

11.2.20. Kazda z dwunastu 0s6b wystata jedenascie kartek, wiec razem byto
1211 =132,
Odpowiedz: Wystano 132 kartki.

11.2.21. Przy uscisku dloni nie jest wazna kolejnos¢ wyboru, dlatego otrzymany wy-
nik 12 - 11 = 132 dzielimy przez liczbe ustawien 1 - 2 = 2.
Odpowiedz: Byto 66 powitar.

11.2.22.

a) Oblicz liczbe sposobéw losowan. W torebce jest 40 numerkéw, wiec Tomek
losowal pierwszy numerek sposréd 40, nastepny - sposréd 39 itd. Ogédtem
40 -39 -38 - 37. Przy jednoczesnym wycigganiu czterech numerkdw nie jest wazna

kolejnos¢ losow
wien czterech el
4-3-2-1=24
Odpowiedz: 21

b) Sposrod 16 zielo
16-15 24-23
12 1-2
Odpowiedz: Jest

11.2.23. Pierwszy z |
jeden z dwoch, a ©
cze czterech czionk
4.3-2-1=24 Raz
Odpowiedz: D.

11.2.24.
I sposéb: Kazda z 1.

no$¢ nie jest istotna

IT spos6b:
Pierwsza druzyna rc
Obliczenia: 11 = 10

11.2.25. W koszu jes
na wylosowaniu zie!
Hi)=-Sag
363

Odpowiedz: %

11.2.26. Mozna byio
wylosujeszna 6 - 6 =
béw, a dwie swinie »
Odpowiedz: Sa 44 sz

11.2.27. Przeksztaic n

1 1

log — =—-1; 23=—

= 8
liczby wymierne.

Odpowiedz: %
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kolejno$¢ losowania, wiec otrzymany wynik trzeba podzieli¢ przez liczbe przesta-
wien czterech elementow:
4.3-2-1=24.
Odpowiedz: 91 390.
b) Sposrod 16 zielonych maja by¢ wylosowane 2 numerki i sposréd 24 czerwonych 2.
16-15 24-23 ~33120
1-2 1-2
Odpowiedz: Jest 33 120 réznych sposobéw wylosowania.

11.2.23. Pierwszy z junioréw otrzymuje jeden z trzech numeréw (3, 5 lub 7), drugi
jeden z dwodch, a trzeci ostatni wolny. Jest wiec 3 - 2 - 1 = 6 mozliwosci. Jest jesz-
cze czterech cztonkdw zatogi i liczba mozliwosci przydziatu im numeréw jest rowna
4.3.2-1=24. Razem jest 6 - 24 = 144 mozliwosci.

Odpowiedz: D.

11.2.24.
I sposéb: Kazda z 12 druzyn rozgrywa mecz z jedng z pozostatych 11 druzyn. Kolej-

2-11
= 66.

no$¢ nie jest istotna, wiec liczbe dzielimy przez dwa:

II sposoéb:
Pierwsza druzyna rozegra 11 meczy, druga 10, trzecia 9 itd.
Obliczenia: 11 +10+9+8+7+6+5+4+3+2+1=66.

11.2.25. W koszu jest w sumie 36 pitek. Zatem |Q)| = 36. Zdarzeniu A polegajacemu
na wylosowaniu zielonej pitki sprzyja 12 zdarzen elementarnych. [A| = 12.

12 1
PA)=— ==,
) 36 3
Odpowiedz: %

11.2.26. Mozna byto wylosowa¢ dwa kroliki, dwie owce lub dwie $winie. Dwa kroliki
wylosujesz na 6 - 6 = 36 sposobow. Dwie owce mozesz wylosowac na 3 - 2 = 6 sposo-
bow, a dwie $winie na 2 sposoby. Wszystkich mozliwosci jest 44.

Odpowiedz: Sa 44 szanse na wylosowanie dwoch jednakowych zwierzat.

11.2.27. Przeksztal¢ niektore liczby do postaci, ktéra utatwi Ci wnioskowanie.
g
logzé =-1; 27 = %; V8 =242; (Zﬁ) = 2% = 4. W podanym zestawie liczb sg 4

liczby wymierne.

Odpowiedz: %
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11.2.28. Jezeli z talii kart losujesz dwie, to pierwsza wybierasz na 52 sposoby, a druga
na 51 sposobow. Kolejno$é niewazna, wiec wynik trzeba podzieli¢ przez 2.

2-51
Zatem |Q] = 5—2i =1326.

13-12

a) W talii jest 13 kieréw, wiec dwa wybierzesz na sposoby.

Jezeli literg A oznaczysz zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch kieréw, to
|A] =78.
78

P L I
1326 17

=120 zdarzen

b) Zdarzeniu B polegajacemu na wylosowaniu 2 figur sprzyja

elementarnych. P(B) = Ja —21
1326 221
11.2.29 P(PUN)—I—l =
o 6 6

Z drugiej strony obowiazuje wzér ogdlny P(F U N) = P(F) + P(N) - P(F N N), co daje
wz6r, w ktérym niewiadomg jest tylko szukana wielko$¢.

5 2 3

—==+=-PFn

6 5 5 ( N

Odpowiedz: %

11.2.30. Pierwsza cyfre wybierasz sposrod szedciu cyfr, a drugg sposréd pieciu. Zatem
wszystkich mozliwosci jest 30.

|| = 30. Latwiej ustali¢, ile elementéw ma zdarzenie przeciwne polegajgce na tym, ze
za pierwszym i drugim razem wybrano cyfre podzielng przez 3. Sa tylko dwie takie

mozliwosci A' = {(3, 6), (6, 3)}. Zatem |A'| = 2, P(A) = —32—0 = %
PA)=1-L =12
15 15
14

Odpowiedz: P(A) = T
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11.2.31. Sporzads ta!
do$wiadczenia losc

|A| = 17, wiec P(A)

Odpowiedz: P(A) =

11.2.32. Sporzadz tat
dos$wiadczenia losc

|A] =9, wigc P(4) =

Odpowiedz: P(A) =

11.2.33. Oznacz: A -
biologii lub geogran
Biologie¢ zadeklarow
uczniow, z ktorych ¢
geografie, bylo ¢ = 1

=~

P(AUB)ZB =
24

8

Mozesz obliczy¢ pra
logie, geografie Iub «
dobienstwo sumy zc
P(AUB)=P(A)+F
P(AUB)=0,375+1
Odpowiedz: Prawdc
geografie, jest rowne

11.2.34,
A. Jezeli ciag liczb z
liczb znajdzie sie

zdarzenia jest zat

B. W zadnym wypa
podzielne przez 3
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/52 sposoby, a druga
li¢ przez 2.

Y.

viu dwdch kierdow, to

Eé—lé =120 zdarzen

/) - P(FN N), co daje

posrdd pieciu. Zatem

polegajace na tym, ze
3. Sa tylko dwie takie

11.2.31. Sporzadz tabelke obrazujacy przebieg tego

- : s 3456
dos$wiadczenia losowego. Jak widaé, |Q| = 36, R
|A|:17,wich(A):% 8 10 1:2

12| 15§18

Odpowiedz: P(A) =z. 16 | 20 24
o 202530

2430 36

11.2.32. Sporzadz tabelke obrazujaca przebieg tego

do$wiadczenia losowego. Jak widaé, |Q| = 36, 'i ! |
Al _ 1 ,
A| =9, wiec P(A) = — = —.
4] =9, wie 2 0]
1

Odpowiedz: P(A) = i

W = [ |W | (WU

O W [N W |

11.2.33. Oznacz: A - wybranie biologii, B — wybranie geografii, A U B - wybranie
biologii lub geografii.
Biologie zadeklarowato 0,375 - 24 = 9 uczniéw. Geografie zadeklarowato 0,5 - 24 = 12
ucznidw, z ktérych 6 wybrato takze biologie. A wiec tych, ktorzy wybrali biologie lub
geografie, byto 9 + 12 - 6 = 15.
P(AL)B)zE zé = 0,625

24 8
Mozesz obliczy¢ prawdopodobienstwo bez obliczania liczby uczniéw zdajgcych bio-
logie, geografie lub oba te przedmioty. Wystarczy skorzysta¢ z wzoru na prawdopo-
dobienstwo sumy zdarzen:
P(AU B) = P(A) + P(B) - P(A N B), gdzie P(A) = 0,375, P(B) = 0,51 P(A n B) = 0,25.
P(AuUB)=0,375+0,5-0,25=0,625
Odpowiedz: Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany uczen wybrat biologie lub
geografie, jest rowne 0,625.

11.2.34.
A. Jezeli ciag liczb zaczyna sie od liczby podzielnej przez 4, to wérdd szesciu takich
liczb znajdzie sie jeszcze jedna podzielna przez 4. Prawdopodobienstwo takiego

: | Ny .
zdarzenia jest zatem mniejsze lub réwne 3 Nie jest to odpowiedz prawdziwa.

B. W zadnym wypadku wsrdd szesciu kolejnych liczb nie znajdzie si¢ wigcej niz 2
podzielne przez 5.
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C. Nie jest mozliwe, aby w takim zestawie znalazly si¢ trzy liczby podzielne przez 3.
D. W zestawie kolejnych szeéciu liczb jest po jednej liczbie postaci: 6n, 6n + 1, 61 + 2,
61+ 3, 61 + 4, 61 + 5. Zatem prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej

a8 o 1
przez 6 jest rowne 2

Odpowiedz: D.

11.2.35. Oznacz A - zdarzenie polegajgce na wylosowaniu asa, B — zdarzenie polegaja-
ce na wylosowaniu karty czarnej. Wtedy A U B oznacza¢ bedzie zdarzenie polegajace
na wylosowaniu asa lub karty czarnej, a A N B - zdarzenie polegajace na wyloso-

4 16

waniu czarnego asa. Wszystkich mozliwosci bylo 32, wigc P(A) = 5’ P(B) = F
i PANB)=—.
32

1
paom- L1 20
32 32 32 16

Odpowiedz: —9—
16

11.2.36. Na pierwszym miejscu musi by¢ cyfra 1, bo inaczej liczba nie bedzie pigcio-
cyfrowa. Na kazdym z pozostatych miejsc mozna wstawi¢ jedna z dwoch cyfr 0 Tub 1.
Zatem |Q| =1-2-2-2 -2 = 16. Liczba podzielna przez 3 musi mie¢ w zapisie cyfre
1 uzyta 3 razy i cyfre 0 uzyta dwa razy (suma cyfr ma by¢ podzielna przez 3). Jezeli
drugg jedynke wstawisz na drugim miejscu, to masz trzy miejsca, na ktérych mo-
7esz umiescié¢ trzecia jedynke. Jesli na drugim miejscu wstawisz zero, to masz trzy
mozliwosci umieszczenia drugiego zera. Razem tych mozliwosci jest 6. Jesli literg A
oznaczysz zdarzenie polegajace na tym, ze wylosowano liczbe podzielng przez 3, to

6 3
P(A)=—="2.
) 16 8
. 4e D
Odpowiedz: &

11.2.37.|Q| =5-4- 321 =120. Na trzech pierwszych miejscach mozna trzy powie-
$ciustawi¢ na 3 -2 - 1 = 6 sposobow. Na czwartym miejscu wstawiamy jedng z dwéch
pozostalych powiesci i na ostatnie wolne miejsce wstawiamy ostatnia powiesc.
Zatem |A|=6-2-1=12.

Odpowiedz: P(A) = 0,1.

cholek nalezy do trzech §cian, wiec wszystkich wierzchotkow
jest 20. Dwunastoscian sktada si¢ z dwunastu pieciokatnych $cian,

11.2.38. Dwanascie $cian po pie¢ wierzchotkéw, to 60. Kazdy wierz- "\

a wiec liczba krawe

Wybierajac pierws
liwosci, a drugi 19.

A wiec |Q| = 18
1-2

A

chotkow, ktore nal

|A|=30iP(A)=1—3:

Odpowiedz: P(A) =

11.2.39. Zilustruj pr
Oznacz:

P - wylosowanie |
U - wylosowanie |
W - wylosowanie |

knpa
o

W tym przypadku :

Prawdopodobienst

2 \V
Szym razem a i}, y
J

Oto cale dzialanie p
v

PWy= 2 g .2
64 64 5

Odpowiedz: Prawd:




11. Elementy statystyki, kombinatoryki i rachunku prawdopodobienstwa

v podzielne przez 3.
1ci: 6n, 6n + 1, 6m + 2,
inia liczby podzielnej

- zdarzenie polegaja-
zdarzenie polegajace
olegajace na wyloso-
4 16

A) = —, P(B) = —
) 32 B) 32

ba nie bedzie pigcio-
zdwoch cyfr 0lub 1.
mie¢ w zapisie cyfre
zielna przez 3). Jezeli
'sca, na ktérych mo-
sz zero, to masz trzy
ci jest 6. Jesli literg A
podzielng przez 3, to

h mozna trzy powie-
viamy jedng z dwoch
tatnig powiesc.

Y

a wiec liczba krawedzi jest rowna =30 (krawedz ABiBA to ta sama krawedz).

Wybierajac pierwszy sposrdd wszystkich dwudziestu wierzchotkow, masz 20 moz-

liwosci, a drugi 19. Kolejno$¢ jest nieistotna, wiec wynik musisz podzielic przez 2.
20-19

A wiec |Q] = RS 190. Jezeli zdarzenie polegajace na wylosowaniu dwoch wierz-

chotkéw, ktore naleza do tej samej krawedzi dwunasto$cianu oznaczysz przez A, to

A =301 P(A) = 2 = 2

190 19

Odpowiedz: P(A) = %

11.2.39. Zilustruj przebieg do$wiadczenia za pomocg drzewa.
Oznacz:

P - wylosowanie losu przegrywajacego;

U - wylosowanie losu uprawniajgcego do nastepnego losowania;
W - wylosowanie losu wygrywajacego.

W tym przypadku zdarzenia elementarne nie s3 jednakowo prawdopodobne.
Prawdopodobienstwo wygrania to suma prawdopodobiefistw wygrania za pierw-

2 . 2 2 . 2 1 2
szym razem | — |, za drugim razem | — - — |, lub za trzecim razem | — - — - — |.
64 64 63 64 63 62
Oto cale dzialanie pozwalajace obliczy¢ szukane prawdopodobienstwo:
2 2 2 2 1 2 1

T [P WRL S DS St 4
64 64 63 64 63 62 31

Odpowiedz: Prawdopodobienistwo wygrania w loterii jest réwne P(W) = %
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11.2.40. Przebieg do$wiadczenia losowego
mozesz zilustrowaé za pomocg drzewka.
Na zielono zaznaczono istotng galaz i tylko
tam wpisano prawdopodobienstwa. Rozwigz

n—z-n—3:E,gdzien>1.
22

rownanie:
n n—1

Po przeksztatceniu otrzymasz réwnanie kwa-

dratowe.
7n* - 95n+132=0
Odpowiedz: n = 12.

11.2.41. Narysuj drzewko:

[SSR I )
W | =
—
o)

1. Wyznacz median
A M=U1d—1%
G M= 12id

2, Srednia arytmety
Wynika stad. ze:
A x— 16

3. Zbiér wynikéw
Jak zmienito si¢ odc
A. Ani srednia, ani
B. Srednia sie nie =
C. Srednia i odchylk
D. Srednia si¢ nie =

4, Srednia arytmen
l,x)3,)')5)6b7:m|
A x=liy=5%

5. Karol dostal z gex

Aby dostac oceng 4
co najmniej 3.6. Z
koniec semestru?

ALk B. 2

6. Kl6dka rowerow:
po 10 cyfr. Jedno z
tego zamka?

A. 39;

7. Rzucono dwa raz;
rych za drugim raz
szym?
A 6




