9.1. Punkty. Odlegtosci przeksztatcenia w ukta-
dzie wspétrzednych

9.1.1. Zaznacz w uktadzie wspétrzednych punkty:
a)A=(-3,5); b)B=(4,-6); ¢)C=(0,4); d)D=(-250); e E=(3,5-5).

9.1.2. Oblicz $rednig arytmetyczna liczb:

a)-2 i 9 b) -4 i 8 Q-2 i -6 d)4i 12
LR £) 0,16 i 0, 56; 92442 i1-42; h)-= i242.
21 5

9.1.3. Oblicz wspétrzedne srodka odcinka AB, jesli:

a) A=(-4,6),B=(-2,8) b) A=(2,7),B=(6,11);
c) A=(6,7),B=(-2,7); d) A = (-6,-5), B= (10, -5);
e) A=(3,0),B=(13,0); f) A=(-5,0),B=(9,0).

9.1.4. Dane sq-punktyA =(-3,4),B=(-5,-2)i C=(3, 6). Oblicz wspolrzedne $rod-
kéw odcinkéw AB, AC, BC.

9.1.5. Punkty P = (-1, 0) i R = (1, 3) dzielg odcinek AB na trzy przystajace odcinki.
Wyznacz wspotrzedne koncdw tego odcinka.

9.1.6. Punkty A = (-1, -3) oraz B = (5, 1) s3 kolejnymi wierzchotkami réwnole-
globoku ABCD, a punkt § = (3, 2) punktem przeciecia jego przekatnych. Wyznacz
wspdtrzedne pozostalych wierzchotkow tego réwnolegltoboku.

9.1.7. W tréjkacie ABC dany jest wierzchotek B = (4, -2), $rodek P = (1, 0) boku BC
oraz §rodek S = (-3, -1) boku AC. Wyznacz wspotrzedne pozostalych wierzchotkéw
tego tréjkata.

9.1.8. Znajdz takie liczby a i b, dla ktérych $rodkiem odcinka AB jest punkt
S=(4,—2), gdy: A = (3a - 4, 16), B = (8, 5b - 4).
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9.1.9. Oblicz dtugosé¢ |AB|, gdy:

a) A=(-3,-2)iB=(-3,8); b) A=(-5,2)iB= (-5, 14);
c) A=(12,-8iB=(12,12); d) A=(6,2)iB=(6,7);

e) A=(4,-9)iB=(4,-8); f) A=(-9,-7)iB=(-9,3).

9.1.10. Oblicz odlegto$¢ |AB, jesli:

a) A=(-1,9)iB=(3,9); b) A=(-9,4)iB=(-13, 4);
c) A=(252)iB=(1,2) d) A=(17,7)iB=(43,7);
e) A=(94,-2)iB=(2,-2); f) A=(-45,3)iB=(-8,3).

9.1.11. Punkty A = (-3,2) i B = (5, -2) sg kolejnymi wierzchotkami kwadratu ABCD.
Pole kwadratu jest réwne:

A 13; B.4/5; C. 80; D. 32.
9.1.12. Oblicz odleglos¢ migdzy punktami A = (-3, -1) i B = (9, 4).

9.1.13. Zbadaj, czy czworokat o wierzchotkach A = (-4, -2), B = (3,-1),C=(8,4),
D = (1, 3) jest rombem.

9.1.14. Dany jest odcinek o koricach A = (6, -1) i B = (-3, 2). Dlugoé¢ odcinka jest
réwna:

A.|AB|=3v2;  B.|AB|=310;  C.|AB|=12; D. |AB| =+/80.

9.1.15. Zbadaj, czy trojkat o wierzchotkach: A = (3,4), B=(-2,-1), C= (1, -2) jest
prostokatny.

9.1.76. Oblicz obwod tréjkata o wierzchotkach: A = (4, 1), B=(5,4), C=(1, 7).

9.1.17. Punkt S = (6, 2) jest $rodkiem odcinka AB, gdzie A = (5, a) i B = (7, -8).
A.a=12; B.a=-4 C.a=3; D.a=10.

9.1.18. Oblicz odlegtos¢ punktu P= (-2, 1) od §rodka odcinka o koricach A = (-6, -7),
=(8,17).

9.1.19. Punkty A = (-3,2), B=(-6,-1), C=(3,-2) sa trzema kolejnymi wierzchot-
kami réwnolegloboku ABCD. Wyznacz wspétrzedne punktu D.

9.1.20. Uzasadnij, ze czworokat o wierzchotkach A = (-2, 4), B = (3, 3) C=(2,-2),
D = (-3, -1) jest kwadratem.

9.1.21. Punkty A = (-4

Oblicz dlugosé¢ promie

9.1.22. Zaznacz w ul
wzgledem osi OY, gdy:
a) A=(-5,2);

d) D=(8,1);

9.1.23. Zaznacz w ul
wzgledem osi OX, jesli
a) A=(-3,4);
d) D=(-6,4);

9.1.24. Punkty AiBs
a) A=(-2,9),B=1(2,
c) A=(Q2a-3,-9),B:

9.1.25. Sposrod dany:
poczatku ukladu wspc

9.1.26. Punkt A = (2.
pozostalych wierzcho
$rodkiem symetrii.

901 0270 PunthA = ("
jest symetryczny do st
Wyznacz wspolrzedne

9.1.28. Dane sg pary
E=(-3,-2) i F(-3,2
i N=(-1,-6); P=(0,
Wypisz pary punktow
a) osi OX, b)osi OY,




-5, 14);
7%
(-9, 3).

-13,4);
43,7);
(-8, 3).

ami kwadratu ABCD.
D.32.
9, 4).

= (3,-1),C=(8,4),

Diugos¢ odcinka jest
D. |AB| =+/80.

2, -1), C=(1, -2) jest
-(5,4), C=(1,7).
5,a)1B=(7,-8).
D.a=10.

koncach A =(-6,-7),

kolejnymi wierzchot-

3 =(3,3): C=1(2,23),

9. Geometria analityczna

9.1.21. Punkty A = (-4, 1) i B= (0, -3) wyznaczajg cigciwg okregu o srodku O = (0, b).
Oblicz dtugo$¢ promienia tego okregu. ‘

9.1.22. Zaznacz w ukltadzie wspotrzednych punkt A’ symetryczny do punktu A
wzgledem osi OY, gdy:
a) A= (-5, 2);

d) D=(8,1);

b) B=(-4,-7);
e) E=(4,0);

c) C=(6,-1);
f) F=(0,8).

9.1.23. Zaznacz w uktadzie wspotrzednych punkt A’ symetryczny do punktu A
wzgledem osi OX, jesli:
a) A=(-3,4);
d) D= (_63 4))

b) B= (—2) _7);
e) E=(5,0);

C) C = (2> _6);
f) F=(0,-5).

9.1.24. Punkty A i B sa symetryczne wzgledem punktu (0, 0). Jaka liczbg jest a, gdy:
a) A=(-2,9),B=(2,a+3); b) A=(4,a-4),B=(-4,13);
c) A=(2a-3,-9),B=(-4,9); d) A=(-4,3),B=(3a+1,-3).

9.1.25. Sposréd danych punktéw wybierz pary punktéw symetrycznych wzgledem
poczatku uktadu wspotrzednych.

a=-1L) B=(-1-L] c=[-L, ,D:[l,—l JE=|1,1), F=[2,22)
2 2 2 2 2 3

9.1.26. Punkt A = (2, 8) jest wierzchotkiem prostokata ABCD. Podaj wspolrzedne
pozostatych wierzcholkow tego prostokata, wiedzac, ze punkt O = (0, 0) jest jego
$rodkiem symetrii.

9.1.27. Punkty A = (-3,2), B= (5, 4) sa wierzchotkami trojkata ABC, gdzie punkt C
jest symetryczny do $rodka odcinka AB wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych.
Wyznacz wspélrzedne punktu C i oblicz dtugos¢ srodkowej SC.

9.1.28. Dane sg pary punktow: A = (-4,3)iB=(4,3); C=(-4,-4) i D=(4,4);
E=(-3,-2) i F(-3,2); G=(5,-2) i H=(5,2); J=(-6,4) i K= (6,-4); M=(1,-6)
i N=(~1,-6);P=(0,-3) i R=(0,3); S=(4,0) i T=(-4,0).

Wypisz pary punktéw symetrycznych wzgledem:

a) osi OX, b)osi OY, c) poczatku uktadu wspotrzednych.
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9.1.1. T

B v

i
i
o D »

los)

9.1.2. Srednig arytmetyczna liczb x i y obliczysz ze wzoru: Xy
2
a) 3,5; b) 2; c) -4; d) §;
5
e g f) 0,36; g) 1,5 h) 1,5v2.

9.1.3. Aby obliczy¢ wspolrzgdne $rodka odcinka AB, trzeba obliczy¢ §rednig arytme-
tyczng wspotrzednych jego koncow:

-4-2 6+8
§ —|2Z2057TS ) 3.
a)S,, ( 5 "5 ) (-3,7);
d)S,,=(2,-5) e)S,,=(8,0) £)S,,=(2,0).

b)S,, = (4,9); 08, =(27);

bl

2 2
Odpowiedz: S, = (-4;1), S, .= (-1; 4), 8= (0 3).

9.1.4. Skorzystaj ze wzoru: S, = (x" X YatVp ]

9.1.5. Sporzadz rysunek. Przyjmij, ze punkt R jest érodkiem rrl ]
odcinka BP, a punkt P jest $rodkiem odcinka AR. Podstaw MY
/
dane do wzoru na wsp6trzedne $rodka odcinka: Y 1 L "4
2 Vi
+0 ’ s
2577 23 oraz xA+1:—1,yA+3:O. s/ |
2 2 554 01 3 §x
Zatem x,=3, y,=6, x,=-3,y,=-3. /1
Odpowiedz: A = (-3,-3), B= (3, 6). f ;

9.1.6. Dla ufatwienia st
Na tym etapie nie mu
rzednych. Na rysunku
odcinka AC, wiec

IREEC
> 2 b

+x <
Zatem 5 L =3i

Punkt S jest takze Srod
Odpowiedz: C=(7,7)

9.1.7. Punkt P = (1, 0)
zastosowaniu wzoru

ka otrzymasz réwnosc

z ktérych wyznaczysz:
giczny sposob wykorz
kiem boku AC.

Odpowiedz: A = (-4, -

9.1.8. Zauwaz, ze x, =
nia, podstawiajac dan:

Odpowiedz: a = %, b-

9.1.9. Aby obliczy¢ dh

ze wzoru: |AB| = \/(xs
ze wzor ten wynika w

zastosowanego do fr
stokatng jest odcinek
powiednio przyrosty
Zauwaz, ze we WSZ]
x, — X, jest rowny ze:
jest rowna odleglosci
a) |AB|=10;

d) |AB| =5;

9.1.10. W tym przypa«
jest rowna odleglosci
a) |AB|=4;

d) |AB| = 26;




d) 8;
h) 1,52.

czy¢ srednig arytme-

)S,,=(2.7)

£5s,,=(20).

9. Geometria analityczna

9.1.6. Dla utatwienia sporzadz rysunek rownolegtoboku. P C
Na tym etapie nie musisz tego robi¢ w uktadzie wspot- S

rzednych. Na rysunku wida¢, ze punkt S jest $rodkiem

odcinka AC, wiec A B

(3 2):(xA+xC yA+yC\).

2 2

-1+x —3+
Zatem — C=3i—2—)LC—=2.StquC:7in=7.

+ X,

5
Punkt S jest takze $rodkiem odcinka BD, wiec =3 oraz

Odpowiedz: C = (7, 7)iD=(1,3).

9.1.7. Punkt P = (1, 0) jest érodkiem boku BC, wiec po
Jastosowaniu wzoru na wspolrzedne srodka odcin-

+4 -2
afe =1 oraz Je =0

ka otrzymasz réwnosci:

b

z ktorych wyznaczysz wspolrzedne punktu C. W analo-
giczny sposob wykorzystaj fakt, ze S(-3, ~1) jest $rod-
kiem boku AC.

Odpowiedz: A = (-4,-4),C=(-2, 2).

9.1.8. Zauwaz, ze x, =3a-4, x,=8, ¥, = 16, y,=5b-4.Uloz odpowiednie rowna-
nia, podstawiajac dane do wzoru na wspdlrzedne srodka odcinka.

Odpowiedz: a = é, ba—
3 5

9.1.9. Aby obliczy¢ dtugos¢ |AB|, motzesz skorzystac

ze wzoru: |AB| = \/@ —x, ) +(ys — y,) . Zauwaz,
se wzor ten wynika wprost z twierdzenia Pitagorasa
zastosowanego do trojkata, w ktorym przeciwpro-
stokatna jest odcinek AB, a przyprostokatnymi od-
powiednio przyrosty wartosci X1 y.

Zauwaz, e we wszystkich przypadkach przyrost
X, — X, jest rowny zero. Zatem dtugo$¢ odcinka AB
jest réwna odlegtosci miedzy y, 1y,

a) |AB|=10; b) |AB| =125 c) |AB|=20;
d) |AB| = 5; e) |AB|=1 f) |AB| = 10.

9.1.10. W tym przypadku nie zmienia si¢ odlegloé¢ miedzy y, iy, wigc dlugo$¢ |AB|
jest rowna odleglosci miedzy x,ix,.
a) |AB|=4; b) |AB| =4; o) |AB| = 24;
d) |AB| =26; e) |AB| =92; f) |AB|=37.
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9.1.11. Przyrost x, -~ x, = 8 oraz y, - y, = 4, wiec: |ABJ* = 8 + 42 = 80.
Odpowiedz: C.

9.1.12.

|AB| = (9 - (=3))’ + (4 - (1))
|AB| =144 + 25 = 169 = 13

Odpowiedz: |AB| = 13.

Skorzystaj ze wzoru:

4B = (%, %, + (75— 1, ) -

9.1.13. Oblicz dtugosci wszystkich bokéw. Jesli sq réwne, to czworokat jest rombem,
|AB| = \J(3+ 4) +(-1+2) = V4951 = /50;

IBCI= (8= 3) +(4+1) =325 +25 = 50;

cD| = |(1-8) +(3-4)" =49 +1 = \/50;

JAD| = (1+4) +(3+2) =25+ 25 = J50.

Odpowiedz: Czworokat ABCD jest rombem.

9.1.14. Oblicz |AB| = \/(6 ~(3)) +(-1-2) =90 = 910 = 3410.

Odpowiedz: B.

9.1.15. Oblicz dlugoéci bokéw tréjkata i sprawdz, czy suma kwadratéw diugosci
dwoch krétszych bokéw jest réwna kwadratowi dtugosci najdtuzszego boku.
Odpowiedz: Jest to trojkat prostokatny.

9.1.16. Oblicz dtugosci wszystkich bokéw, a nastepnie ich sume.
Odpowiedz: 5+ /10 + 34/5.

9.1.17. Aby wyznaczy¢ wspétrzedne érodka odcinka, trzeba obliczy¢ $rednig arytme- 7

tyczng wspolrzednych jego konicéw. W tym przypadku odcieta punktu § jest $rednig
arytmetyczng odcietych koncéw odcinka AB. Wystarczy ulozy¢ i rozwigza¢ odpo-

-8
wiednie réwnanie dotyczace rzednych punktéw: 2 = aT = a= 13

Odpowiedz: A.

~6+8 ~7+17 _

9.1.18. Srodek S odcinka AB ma wspélrzedne: x, = =lorazy =

5.

Odleglos¢ |PS| = \[(1 - (=2))° + (5 1) =5.
Odpowiedz: |PS| = 5.

9.1.19. Przekatne row
ja sie w punkcie, kto:
z nich. Wyznacz wsp
ka AC.

§=1(0,0). Punkt S jes
wiec punkt D jest sy
dem S. Zatem D = (6.

9.1.20. Mozesz wyko
dzi¢, czy przekatne |
kacie) i przecinaja s

|AC| =2 - (-2))" +

|AC| = 2+/13. W anal

|BD| = 913, Wspole

Wspélczynnik kierus

czynnikow jest rown

Odpowiedz: Czworol

9.1.21. Wyznacz $rodc

—-44+01-3
§= T | T
SRER

Przez punkt ten prow
Nalezy do niej $rodet
Napisz rownanie pro
nik kierunkowy prc

=3 ~1
=01 g
kierunkowy a = 1. Pr
y- (1) =(x-(-2)),

Promien okregu r=

==L, PH

Odpowiedz: r = 4.




? = 80.

Vs _yA)Z'

vorokat jest rombem.

=3410.

kwadratow dtugosci
1zszego boku.

czy¢ $rednig arytme-
punktu § jest $rednia
7C 1 rozwigzaé odpo-

9. Geometria analityczna

9.1.19. Przekatne rownolegloboku przecina- I

ja sie w punkcie, ktory jest srodkiem kazdej R , ‘
z nich. Wyznacz wspoélrzedne srodka odcin- \\7\\\: D
ka AC. B B e
S =(0, 0). Punkt S jest §rodkiem odcinka BD, _t;il—l fofopfa By
wigc punkt D jest symetryczny do B wzgle- T ?N;c

dem S. Zatem D = (6, 1).

9.1.20. Mozesz wykorzysta¢ rozne cechy kwadratu. Na przyklad mozesz spraw-
dzi¢, czy przekatne podanego czworokata sg rownej dtugosci (tak jest w prosto-
kacie) i przecinaja si¢ pod katem prostym (tak jest w rombie). Oblicz dtugo$c

IAC| =2 — (<2))* + (-2 — 47",

|AC| = 24/13. W analogiczny sposéb oblicz [BD| = /(=3 — 3)* + (1 - 3)°.

IBD| = 2413 Wspolczynnik kierunkowy prostej AC jest rowny 2_2 (_ ;l) = —_2—3

p _— g ; . =l=3 2 ;
Wspolczynnik kierunkowy prostej BD jest rowny 553 Iloczyn tych wspol-
czynnikéw jest rowny (—1), wigc proste AC i BD sa prostopadte.
Odpowiedz: Czworokat ABD jest kwadratem.

Ay T

9.1.21. Wyznacz $rodek cieciwy e L

-4+01-3 NERN
Bs — |2 =10 2}

( 2 2 j -l / SEELN
Przez punkt ten prowadzi prosta prostopadta do cieciwy. 4 i T
Nalezy do niej $rodek okregu O = (0, b). A P12 §ix
Napisz réwnanie prostej SO. Ustal najpierw wspolczyn- S ) 3 ‘
nik kierunkowy prostej zawierajacej cieciwe okregu: NN g

B
~F=1
a,,= 03 1= —1. Prosta prostopadla ma wspétczynnik
+

kierunkowy a = 1. Przechodzi przez punkt S, wiec jej rownanie to:
y-(-1)=(x-(-2)), czyliy=x+ 1. Jeslix = 0, to y = 1, wiec $rodek okregu O = (0, 1).

~ Promieni okregu r = |AO| = \/(0 + 4)2 +(1- 1)2 =4.

Odpowiedz: r = 4.
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9.1.22. Punkty symetryczne wzgledem osi OY T CRep g ]

majg odciete réznigce sie znakiem. 6

a) A'=(5,2); b) B' = (4,-7); ) Ta ENNE

c) C'=(-6,-1); d) D'=(-8,1); 3 i

e) E'=(-4,0); f) F'=(0,8). p A 2 .
—8-7-6-5-4-3-21] 91 2 22
] By ;| B

9.1.23. Punkt A" symetryczny do punktu A wzgledem osi OX ma taka samg odcietg
jak punkt A, ale przeciwng rzedna.
a) A=(-3,4)iA = (-3, -4);

c) C=(2,-6)iC =(2,6); d) D=(-6,4)iD' = (-6, -4);
e) E=(5,0)=E% t) F=(0,-5)iF =(0,5).
Wystarczy zaznaczy¢ te punkty w ukladzie wspétrzednych.

b) B=(-2,-7)iB' =(-2,7);

9.1.24. Wsp6trzedne punktéw symetrycznych wzgledem punktu (0, 0) sa liczbami
przeciwnymi.

a) 9=a+3 = a=-12; b)a-4=-13 = g=-9

) 2a-3=4 = a=3,5; d)a=1.

- 9.1.25. Wspolrzedne punktéw symetrycznych wzgledem poczatku ukladu wspolrzed-

nych sg liczbami przeciwnymi, tzn. jezeli punkt P = (x, y) jest symetryczny do punktu
P'=(x", ') wzgledem punktu O = (0, 0), to x' = —x oraz y' = -y
Odpowiedz: Ai D, BiE, CiG, FiH.

9.1.26. Punkt B jest symetryczny do A wzgledem osi OY, wiec I
Xp=-x, 1y,=y, Zatem B = (-2, 8). Punkt C jest symetryczny \ : /
do A wzgledem punktu O i jego wspélrzedne sg liczbami prze- Ny
ciwnymi do wspétrzednych punktu A: C = (-2, -8). Punkt D T
jest symetryczny do C wzgledem osi OY, wiec D = (2, -8). \1?
Odpowiedz: B = (-2, 8), C= (-2, 8), D = (2, -8). (Oznaczenia  —*+- ‘1/ 9\17
punktéw nie majg wigkszego znaczenia. Wazne jest tylko, aby L

. - . /i 1\ »
punkty ABCD byty kolejnymi wierzchotkami prostokata). - JTTH

/ 2 ] |

9.1.27. Zacznij od wyzi
odcinka AB: S=(1,3
wzgledem poczatku v
wspolrzedne sa liczbs
nych punktu S: C = (
go$¢ |SC|.

Odpowiedz: C = (-1,

9.1.28. Odpowiedz: a)
PiR; SiT.

9.2. Proste v

9.2.1. Sprawdz, czy
a)y=2x+1; b)y=

9.2.2. Prosta ma réw:

A a=5; ]

9.2.3. Podaj wspolcz
a)y=4x-1; b)y:

9.2.4.Punkt P = (-1
a) y=0,1x+ b; 1

9.2.5. Napisz réwna:
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~

|
B »Ak U1 O\ NI e

1

Ho

SR RV RIS Ol S 5

12 taka samg odcieta
(_2) 7);

:_61 —4);
), 5).

u (0, 0) sg liczbami

-9
u uktadu wspédtrzed-
1etryczny do punktu
_y.
gAY P
TN
e
| 5
\[£ ,
Y RN P
VAR
VRS NN
I/ ' .
/ > A\
& D

9.1.27. Zacznij od wyznaczenia wspotrzednych rodka S ¥ .
odcinka AB: S = (1, 3). Punkt C jest symetryczny do S -
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych, wigc jego 4 —1 1, :
wspolrzedne sg liczbami przeciwnymi do wspétrzed- \ [ e
nych punktu S: C = (-1, —3). Wystarczy obliczy¢ dtu- R T+ %
gos¢ |SC. TN

i

Odpowiedz: C = (1, -3); |SC| = 24/10.

9.1.28.Odpowiedz: a) Ei F; GiH; PiR; b)AiB; MiN; SiT; ¢ CiD; JiK;
PiR; SiT.

9.2. Proste w ukladzie wspétrzednych
9.2.1. Sprawdz, czy punkt P = (3, 7) nalezy do prostej o rownaniu:

a)y=2x+1; b) =—lx—5; c) =lx+6; dy=-3x+16; e)y=-2x+14.
Y Y 3 Y 3 y y

9.2.2. Prosta ma rownanie: 5x + 7y + 13 = 0. Jej wspotczynnik kierunkowy jest rowny:

A.a=5; B.az—é; C.a=-7; D.a:E.
7 5

9.2.3. Podaj wspotczynnik kierunkowy prostej rownoleglej do prostej o réwnaniu:

a)y=4x-1; b)y=3x-2 c)y=1L1lx+3; d)y=§x+9; e)y=-5x+4.

9.2.4. Punkt P = (-1, 5) nalezy do prostej y = ax + b. Wyznacz b, jesli:
Qy=0lx+b  b)y=7x+b; QOy=23x+b d)y=-42x+b.

9.2.5. Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A = (-2, 1) iB= (1, 4).



