
0

9.1 . Punkty. Odległości przekształcenia w ukła-
dzie współrzędnych

9.1.1. Zaznacz w układzie współrzędnych punkty:
a) A=(-3,S); b)B= (4,-6): c)C=(0,4); d)D= (-2,5;0); e)E=(3,5;-5).

9 .1 .2, Oblicz śre dnią ar 1Ąmety czną Liczb
a)-2i9; b)-ai8;

.l f i f, f)0,16 i 0,56;'2 4'

c) -2 i -6;

glz+łŻ i t-łŻ,

d)4iI2;

nrii2ł'

9.1.3. Oblicz współrzędne środka odcinka AB, jeśli:

a) A=(-4,6),B=(-2,8): b)A=(2,7),B=(6,11);
c) A=(6,7),B=(-2,7); d)A=(-6,-5),B=(10,-5);
e) A = (3,0), B = (13,0); f) A= (-5,0),3 = (9,0).

9,1.4. Dane są punktyA = (-3, 4), B = (-5, -2) i C = (3, 6). oblicz współrzędne środ-

ków odcinków AB, AC, BC.

9.'1.5" Punkty P = (-1, 0) i R = (I,3) dzielą odcinek AB na trzy przystające odcinki.
\Ęyznaczwspółrzędne końców tego odcinka.

9"1,6" PunktyA = (-1, -3) oraz B = (5, 1) są kolejnymi wierzchołkami równole-
głoboku ABCD, a punkt S = (3, 2) punktem przecięcia jego przekątnych. Wyznacz
współrzędne pozostałych wierzchołków tego równoległoboku.

9.1.8. Znajdź takie liczby a i b, dla których środkiem odcinka AB jest punkt
S = (4, -ż),gdy:7= (3a- 4,16), B = (B, 5b - 4),
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Lia się pod kątem 40'.
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9,1,7 
" 
W trójkącie ABC dany jest wierzchołek B = (4, -2), środek P = (1, 0) boku BC

oraz środek S = (-3,-1) boku AC.Wyznaczwspołrzędne pozostałych wierzchołków
tego trójkąta.
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9,1,21,PunktyA = (_4

Oblicz długość prornie

9.1.22. Zaznacz w lń
względem osi OY, gdy;

a) A= (-s,Z);
d) D= (8,1);

9,1.23. Zaznacz w t|
względem osi OX, jeśLi

a) A = (-3,4);
d) n = G6,4);

9,1.Zł.PunĘA iB s

a) A=(-2,9),B=(ż,
c) ,4 = (2a - 3, -9), B.

9.1.25. Spośród dani*
początku uldadu rr,spo

9.1.26.PunktA=,].
pozostałych wierzcht:
środkiem symetrii,

9,1,27.Punkt,vl = -
jest symetrycznt- do s:

Wyznacz współrzedne

9.1.2B. Dane sa par,
E = (_3, _2) i F (-_r. ]
i N= (-1, -6);P= :.

Wlpisz pary punkt"-l,,t

a) osi OX, b) osi O1

a=|-r,]], u= -\' 2,/

"=(!.r'], 
a= --[2 ) :

MATEMATYKA, Przed maturą, Zadania...

9.1,9.Oblicz długość |AB|, gdy:
a) A = (-3, -2)i3 = (-3, 8);

c) A = (I2, -8 i n, = 02, I2);
e) A=(4,-9)i3=(4,-8);

9.1.'!0. oblicz odległość |AB|, jeśli:
a) A=(-1,9)i3=(3,9);
c) A=(25,2)i3=(I,2);
e) A = (94, _2) i 3 = (2, -2);

b) A = (-5,2)i3 = (-5, 14);

d) A= (6,2)1a=(6,7);
f) A = (-9, -7)i 6 = (-9, 3).

(-9,4)i6=(-13,4);
(I7,7)i3=(43,7);
(_45,3)i6=(_8,3).

b) A=
d) A=
f) A=

9.1.11. Punkty A : (-3,2) i B = (5, -2) są kolejnymi wierzchołkami kwadratu ABCD.
Pole kwadratu jest równe:

A. 13; B.4ł5; C. 80; D.32.

9.X.12. Oblicz odległość między punktami A = (-3,-1) i B = (9,4)

9.1.t3. Zbadaj,czyczworokątowierzchołkach A= (-.4,-2),B= (3, -1), C= (8,4),
D = (I,3) jest rombem.

9,1.'l4.Dany jest odcinek o końcach A = (6, -1) i B = (-3, 2). Długość odcinka jest
równa:

A. |AB| =złŻ; B. |AB| = 3Jń; C.|,+r|= p, D. |AB| = J80.

9.1.15.Zbadaj,czytrójkątowierzchołkach:A=(3,4), B=(-2,-1),C=(1,-2)jest
prostokątny.

9,1,16, Oblicz obwód trójkąta o wierzchołkach: A= (4, 1), B = (5, 4), C: (I,7).

9.1,17.Punkt S = (6, 2) jestśrodkiem odcinka AB, gdzie A = (5, a) i B = (7, -8)
A.a=I2i B.a=- :, C,a=3:, D.a=I1.

9.1.18.outiczodległośćpunktuP= (-2,I)odśrodkaodcinkaokońcachA=(-6,-7),
3 = (8, 17).

9.1 .1 9" Punkty A = (_3, 2),B = (-6, - 1 ), C = (3, -2) są trzema kolejnymi wierzchoł-
kami równoległoboku ABCD. Wyznacz współrzędne punktu D.

9.1.20. Uzasadnij, że czworoĄt o wierzchołkach A = (-2, 4),B = (3, 3), C = (2, -2),
D = (_3, -1) jest kwadratem.
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,ni krvadratuABCD.

ł-(3,_1),C=(8,4),

Długość odcinka jest

] -1), C = (1,-2) jest

=i5,4),C=(I,7)

j,a}iB:(7,-8)
D.a=10.

końcachA =(_6,-7),

kolejnymi wierzchoł-

] = (3, 3), C = (2, -2),

D.3ż.

_ 1l

D lB| = J80

-5, 14);

.,);
-9,3).

-1_r,4);

=-r. l ]i
_.!, _3)

9. Geometria a

9 ,1 .2'|. punkty A = (_4,1) i B = (0, _3) vryznaczają cięciwę okręgu o środku o = (0, b).

Oblicz długość promienia tego okręgu.

9,1.2l, Zaznacz w układzie współrzędnych punkt A, synetryczny do punktu A
względem osi OY, gdy:

a) A= (-5,2); b) B = ( 4, -Z); c) C = (6, -t);
d) D = (8, 1); e) E = (4, 0); f) F = (0, 8).

9,1,23" Zaznacz w układzie współrzędnych punkt A, symetryczny do punktu A
względem osi OX, jeśli:

a) A = (-3, ł); b) B = (-2, -7); c) C = (2, -6);

d) D = (-6,4); e) E = (5,0); f) F= (0, -5),

9,1,}4,PunktyAiBsąsymetrycznewzględempunktu(0,0).|akąliczbąjest a,gdy

a) A=(-2,9),B=(2,a+3); b) A= (4,a-4),B= (-4,13);

c) A=(2a-3,-9),B=(-4,9); d) A= (-4,3),3=(3a + 1,-3),

9.1.25. Spośród danych punktów rłybierz pary punktów symetrycznych względem

początku układu współrzędnych.

/ 1\A=I-1,-|
\ 2)

2
(l )G=l-,1||) ]

,/

B=l.

(z,
H=| --.(3

1 1
ż

1,, =( _!,-,], p = [\2 i \

1
1, --

2

2
F 2, E=

2

)

J

9.1.26. Punkt A = (2,8) jest wierzchołkiem prostokąta ABCD. Podaj współrzędne

pozostaĘh wierzchołków tego prostokąta, wiedząc, że punkt o = (0, 0) jest jego

środkiem symetrii.

9.1,Ż7.PunktyA = (_3,2),B = (5, 4) są wierzchołkami trójkąta ABC, gdzie punkt C
jest symetryczny do środka odcinka ABwzględem początku układu współrzędnych,

Wyznaczwspółrzędne punktu C i oblicz długość środkowej SC.

9.1.28. Dane są pary punktów: A = (-4, 3) i B = (4,3); C = (-4, -4) i P = (4, 4);

E=(-3,-2) i F(-3,2)i G=(5, ,2) | H=(5,2); I=ę6,4) i K=(6, -Ą M=(1,-6)
i N=(-1, -.6):P=(0,-3) i R=(0,3); S=(4,0) i 7=(-4,0).
Wlpisz p ary punktó\,i/ symetrycznych względem:

a) osi OX, b) osi OY, c) początku układu współrzędnych.
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9.1.6. Dla ułatlr,ienia s:

\a tym elapie llic rl:..

rzędnych. Na rr sttllk..
odcinka AC, r,r,ięc

-I+x, . ,_'Latem---------,-,Ł = 3 l
2

Punkt S jest także śroc

Odpowiedź: g=(7,,

9.1.7. punkt P = (i. 1

zastosowaniu \\-ZClf L1

ka otrzvmasz rórl,n,,...

z których \ĄTzllaczt s r]

giczny sposób lrr-kl.:.
kiem boku AC.
Odpowiedz:A = (--ł ,

9.'1.8.Zauważ,że x -
nia, podstawiajac da::,

J
Odpowiedż: a =:,i ,

_i

9.1.9. Aby obliczr.' cl

ze\^lzor|li|ABl =\]r"

że wzor ten rłl-nika -,,.

zastosowanego do i:,

stokątną jest odcine.t
powiednio prz\-ros:,-,
Zatważ, Ze \ve \fsi,
Xu- Xojest rórvn-n z-:

jest równa odległoscl
a) lABl = 10;

d) |AB| = 5;

9.1.10.W tyn prz\p.:,
jest równa odległo.;,
a) |lr| = 4,

d) |As| = 26,

(3,2) -_
xo ł Xc 

,la'
2

MATE]MATYKA, Przed maturą. Zadania...

9.1.1.

9.1.2. Średnią arl.tmetyc znąIiczb x i y obliczyr, ," -roru, ry

a) 3,5;

5
e) -;

8

b) z;

f) 0,36;

C) -4;

g) 1,5;

d) 8;

h) 1,5Ć

9.1.3. Aby obliczyć współrzędne środka odcinka AB, trzeba obliczyc średnią arltme-
tyczną współrzędnych jego końców:

u)s*=( -4-2 6+8
= (-3,7); b) Sru = (4,9);

e) Sou = (B,0);

1.1 c) Sou = (2, 7);

f) Sou = (2, 0).d) So, = Q, -5);

9.1.4. Skorzystaj ze wzoru: Sou =
(xo+xu l,:+/,t)',
(-1;4), So. = (0;5).Odpowiedź: S,u = (-4; 1), Su. =

9.1.5. Sporządź rysunek. Przyjmij, że punkt R jest środkiem
odcinka BP, a punkt P jest środkiem odcinka AR. Podstaw

dane do wzoru na współrzędne środka odcinka: ' u - l - l,
2

y"+0 x.+l y.+3
222

Zatem xs=3, /s=6, xa=_3, /e=_3.
Odpowiedź: A = (-3,-3), B = (3, 6).
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9. Geometria anaIityczna

9.1.6. Dla ułatwienia sporządź rysunek równoległoboku,

Na tym etapie nie musisz iego robic w układzie współ-

.r|ai,,y.t. Ńu .y.orrk, widać, że punkt S jest środkiem

odcinka AC, więc

, ( x^ * x, /^ jlq].(3,ż)=t-7,-,;I

zatem-L"=r, -:+/,=2.Stąd xc=7 i lr=7,

Punkt S jest także środkiem odcinka BD, więc + = 3 otaz 'nł' = 
',

Odpowiedź: C = (7,7) i D = (1, 3),

9.1.7. Punkt P = (1, 0) jest środkiem boku BC, więc po

zastosowaniu wzoru na współrzędne środka odcin-

v +Ą V -Z
ka otrzymasz równości: T =' oraz L = 0,

z których wznaczyszwspółrzędne p_unktu C, W ana1o-

grr^Y sposób wykorzysiaj fakt, że S(-3, -1) jest środ,

kiem boku AC.
Odpowiedź: A = (-.4, _.4), C = (-2, 2),

9.1.8.Zalważ, że xo= 3a - 4, xr,= 8, I o=.,|6, |u= ,5b; ' Y|9:,::powiednie 
równa-

nia, podstawiając dane do wzoru na współrzędne środka odclnKa,

4 16
Odpowiedź: o=1,b=- 

5

B

9.1.9. Aby ob\lczyć długośc |AB|, możesz skorzystać

zewzorli |e;1= )' .Zauważ,(xr-xo)'+(yr-fo

4

Y

^R
y y,

A xts x}

.1
5

że wzór ten wynika wprost z twierdzenia Pitagorasa

zastosowanego do trójkąta, w ktorym _przeciwpro-
,i"r.ą*ą jest odcinek 

'AB, 
a przyprostokątnymi od-

powiednio przyrosty wartości x i 7,

Zalważ, że we wszystkich przlpadkach przyrost

xn- x,ojest równy zero, Zatem długość odcinka AB

jót rOwna odległości między yniyn,

a) |Ar| = 19, b) |an| = 12,

a; |ari = s; e) IAB| = 1;

IAB
lAB

9.1.10.W tym przlpadku nie zmienia się odległość mlędzy yuiyu, więc długośc |AB|

c)

f)

c)

f)
\,+s1= 2a,

|lr1= 37.

:zr c średnią arytme-

},

-4

7
(,

0
-J

d) 8;

h) i,5Ć.

\ _ l 
' 

/l.
- \!\ 

, /,

: _i _=(2,0),

jest równa odległości mtędzy *u,i,.o:
'a) 

|lr| = 4, b) lAB| = 4;

a|'|nĄ=Za; e) |AS|=92
203
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9,1,19. Przekątne rórl
ją się w punkcie, kt,,ll

z nich. Wyznacz rr-sp,

ka AC.
S = (0, 0), Punkt S iesl
]Ą,ięc punkt D jest sr ,

dem S. Zatem D = i6.

9.1.20. Możesz rrr-k,-,

dzić, czy przekątne 
1

kącie) i przecinaja .

lACl = 2Jń.W anal

lBDl = 2łG.Wspołi

Współczynnik kieru:

czynników jest rórr-n,

Odpowiedź: Czrvorc,i

9,1.21,Wyznacz środc

Przez punkt ten proi.,

Należy do niej śroci..
Napisz równanie pl..
nik kierunko\\,\, p:,.

-3-1
- ] D-u^-- 

- 

- -l. ]

0+4
kierunkowy a= l.P:
y-(-I)=(x-(-Jl,,

Promień okregu l-=

Odpowiedź: r = 1.

|ac; = (2-(-2))'+

s= -4+01-3
22

MATEMATYKA, Przed Zadania...

9.1.11. Przyrost xu- xo= 8 oraz yu_ /,ą=  ,więc; |AB|' = 82 + 42 = 80.
Odpowiedź: C.

9.1.12.

lABl=

9.1.14.Oblicz |ABI =

Odpowiedź: B.

(s-r-:l)'+(ł-l-r1)' Skorzystaj ze wzorLl:

IAB| = JI44 |r5 =.,ft69 = 13

Odpowiedź: |,+n1= 3.

lABl = (ru-*o)'*(y,_ yo)'

9.1.13. oblicz długości wszystkich boków. Jeśli są równe, to czworokąt jest rombem.

lABl= Z + +)' + (-t + 2)' = ł49 + I= Jso;

lBCl = (' - :)' + (ł + I)' = Ji5 + 25 = .,60,

lCDl = (' - r)' * (3 - 4)' = J49 +I= Jso,

\ADI = t + +)' + (: + 2)' = J25 + 25= Jso.
Odpowiedź: Czworokąt ABCD jest rombem.

(o - t-:l)' * (-1 - 2)' = Jń= J9. 10 = 3Jń

1.1.15: 
oblicz długości boków trójkąta i sprawdź, czy suma kwadratów długości

dwóch krótszych boków jest równa kwadratowi długości najdłuższego boku,
Odpowiedź: /est to trójkąt prostokątny.

9.1.16. Oblicz długości wszystkich boków, a następnie ich sumę.

Odpowiedź:S+Jń+aG,

9,1,17, AbY uryznaczYĆ wsPołrzedne środka odcinka, trzeba obliczycśrednią arytme_
tyczną współrzędnych jego końców. w tym przypadku odcięta punktu s jest średnią
ar}tmetyczną odciętych końców odcinka AB. wystarczy ulożyc i rozwiązac odpo-

wiednie równanie d,otyczące rzędnychpunktów: 2 = 
a - 8 ) a = 12.

2
Odpowiedź: A.

9.1.18. Środek S odcinka AB mawspółrzędne: x§ =
-6+8

2 =Iorazy,
Odległość |pS| = (t - (-2))'+ (5 - 1)' = 5

Odpowiedź: |łs; = 5.

-7 +17

2
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9. Geometria analityczna

9.1.19. Przekątne równoległoboku przecina-
ją się w punkcie, który jest środkiem każdej
z nich. Wyznacz współrzędne środka odcin-
ka AC.
S = (0, 0). Punkt S jest środkiem odcinka BD,
więc punkt D jest symetryczny do B lvzglę-
dem S. Zatemp = (6, 1).

9.1.20. Możesz wykorzystac różne cechy kwadratu. Na przykład możesz spraw-
dzić, czy przekątne podanego czworokąta są równej długości (tak jest w prosto-
kącie) i przecinają się pod kątem prostym (tak jest w rombie). Oblicz długośc

lACl= (2-(-2))'+(-2-Ą'

lACl = 2łG,W analogiczny sposób oblicz |BD| = (-3-3)'+(-1-3)'

lBDl = zJG .Współczynnik kierunkowy prostej AC jest równy

Promień okręgu r = |AO| =

Odpowiedź: r = 4.

-2-4 -3
2-(-2) 2

Współczynnik kierunkowy prostej BD jest równy 

= 

:?.Ilorryntych współ-
-J-J 3

czynników jest równy (-1 ), więc proste AC i BD są prostopadłe.

Odpowiedź: Czworokąt ABD jest kwadratem.

9.1,21, Y{ yznacz środek cięci wy

(-ą+0 1-3)
s=| --------, | = (_2,_l).

l))l
\ZL)

Przezpunktten prowadzi prosta prostopadła do cięcitry.
Należy do niej środek okręgu O = (0, b).

Napisz równanie prostej SO. Ustal najpierw współczyn-
nik kierunkowy prostej zawierającej cięciwę okręgu:

o oo= 
-ł 

= -l. Prosta prostopadła ma współczynnikĄl1 0+4
kierunkowy a = L Przechodzi przez punkt S, więc jej równanie to:

y - (-I) = (x - (-2)),czyliy = x+ I. Ieślix = 0,to y = 1, więc środek okręgu O = (0, 1)

r
_3

1 xJ
D

,, ,_-lrokąt jest rombem,

kiradratów długości
lzszego boku.

;zr,ć średnią arltme-
punktu S jest średnią
;c i rozwiązać odpo-

,l = 12.

-7 +17raZls=- 
2 =5

,]=80

-r.,,'TO

f"-/o)'

Y
Ę

o

1 0 2

B

(o+ł)'+(t-t)'=ł,
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9.1,27, Zacznij od rir-z r

odcinkaAB: S = (1.-1

względem początku u

współrzędne są 1iczb:

nych punktu S: C = l

gość |SC|.

Odpowiedź: C = (-1.

9.1.28. Odpowiedź: a
PiR; Si 7.

9.2. Proste l
9.ż,1, Sprawdź, czr- p

a)y=2x+I; b),r =

9.2.2. Prostama rów

A,a=5; ]

9.2.3. Podaj współcz

a)y=4x-I; b)r"

9.2.4.punkt p - -,,

a)y=O,Ix+b;

9,2,5.Napisz rórrl":

MATEMATYKA. Przed Zadania,..

9,1,22. Punkty symetryczne względem osi OI
mają odcięte rożniące się znakiem.
a) A'=(5,2); b) B'= G,-7);
c) C'= (-6, -1); d) D'= (-8, 1);
e) E' = (-a, 0); f) F' = (0, 8).

9,1,23. Punkt A' symetryczny do punktu A względem osi oX ma taką samą odciętą
jak punkt A, ale przeciwną rzędną.
a) A=(-3,4)in' =(3,-4); b) tr= (-2,-7)iB' =(-2,7);
c) 6= (2,-6)ig'=(2,6); d) O= (-6,4)iP'=(_6,-4);
e) E=(5,0)=6', f) F=(0,-5)iP'=(0,5).
Wystarczy zaznaczyć te punkty w układzie współrzędnych.

9,1.24, Współrzędne punktów symetrycznych względem punktu (0, 0) są liczbami
przeciwnymi.
a) -9= a+3 = a=-I2; b) a_4=_I3 } ą=-)
c) 2a-3=4 = a=3,5; d) a=I.

9.1.25. Współrzędne punktów symetrycznych względem początku układu współrzęd-
nych są liczbami przeciwnym i, tzn. jeżelipunkt P = (x, y)jest symetryc zny dopunktu
P' = (x', y') względem punktu O = (0, 0), to x' = -x oIaz /' = -|.
Odpowiedź: A i D, B i E, C i G, F i H.

9,1,26, Punkt B jest symetryczny do A względem osi OŁ rvięc
x l = - x,,, i /, = / u. Zatem B = (-2, B). Punkt C jest symet ty czny
do A względem punktu O i jego współrzędne są liczbami prze-
ciwnymi do współrzędnych punktu A: C = (-2, -8). Punkt D
jest symetryczny do C względem osi OI, więc D = (2, *8).

Odpowiedź: B = (-2, B), C = (-2, 8), D = (2, -8). (Oznaczenia
punktów nie mają większego znaczenia.Ważnejest tylko, aby
punkty ABCD były kolejnymi wierzchołkami prostokąta).
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9. Geometria anaIityczna

g,1 .27 . Zaczni1 o d wy znaczenia wsp ółrzę dnych śro dka S

odcinka AB: S = (1, 3), Punkt C jest symetryczny do S

względem początku układu współrzędnych, więc jego

współrzędne są liczbami przeciwnymi do współrzęd-
nych punktu S: C = (-1, -3). Wystarczy obliczyć dłu-

gość |SC|.

Odpowiedź: C = (-1, -3); lSCl = 2\f 1n .

9.1.28.Odpowiedź: a)EiF; GiH; PiR; b)AiB; MiN; Sił c)CiD; ]iK
PiR; Si T.

g.2. Proste w układzie współrzędnych

9,7,1, Sprawdź, czy punkt P = (3, 7) należy do prostej o równaniu:

a)y=2x+I: b)y=_1"_5, c)y=lx+6; d)y=_3x+16; e)y=_2x+14.

9,Z.2,Prosta ma równani e:5x +7y + 13 = 0. ]ejwspółczynnikkierunkorvy jest równy:

s 13
A.a=5; B.a=_|; C,a=-7; D.a--.

7' 5

9 ,2,3. Podaj współczynnik kierunkowy prostej równoległej do prostej o równaniu:

a)y=4x_I: b)y=3*_2; c)y=I,Ix+3; d)y=?x+9; e)y=-5x+4.

9.2.4.Punkt P = (-1, 5) należy do prostej f = ax + b.Wyznaczb, jeśIi

a) y =O,Ix+b; b) y=7x+b; c) y =2ł]x + b; d) y = -4,2x+b

Y
1

a

.l
l
r

3 ? Ll 0 x
l 7
v

(

::, taką samą odciętą

fu (0, 0) są liczbami

=_}

,,r układu współrzęd-
:letr\.czny do punktu

(-2,7);
',-6, -4);
),5).

9.2,5 ,Napisz równanie prostej przechodzącej przez punkty A = (-2, I) i 6 = ( 1, 4)
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